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数学における非CAI的授業の実践的研究（4）

中学生のサイクロイド曲線・内サイクロイド曲線の教材

佐伯卓也＊

（1988年6月2日受理）

1はしがき

本研究は筆者の一連のパソコンを用いた非CAⅠ的授業用の教材開発の研究，プレサービス

教師教育の研究（佐伯，1987a，1988；佐伯他4名，1988；佐伯他3名，1988）の中に位置付

けられる。

現行の教育課程では，サイクロイドは高等学校数学の微分積分の微分法の応用の中の媒介変

数で扱われている。それは，大体サイクロイドの方程式を出して，あと媒介変数の微分の例と

して取り扱われているのが多い。ましてや，内サイクロイドとか外サイクロイドについては触

れていない。

この研究では対象が中学2年の生徒ということなので，サイクロイドの方程式は勿論未知，

そこで用いる三角関数も未知ということで，高校教材の時の扱い方は不可能である。そこでそ

のような高校の伝統的な扱いから全く離れて，パソコングラフィックを生かして，中学生にも

理解できる独自のサイクロイド等の教材開発を目標に掲げて研究を進めることにした。さて，

サイクロイド等は現行の中学校数学の指導要領のどの内容にも関連付けが難しいので，発見学

習の教材として，いろいろのグラフィックの画面から，何か規則性とか法則性が導びかれれば

よい，という程度に止どめ，生徒には大阪大学の竹之内氏の唱える「後々の洞察のために」的

な，いわば，生徒の将来の学習のための，一種の先行経験的な教材とする，ことにした。もう

一つの留意点は，この教材の導入で，実際に輪を回してその上のある定点の軌跡を示すのだ

が，一般にパソコンでアニメを作ったのでは経験的に労多くて功なしで，もっとうまくかつ簡

単にやれる方法としてのVTR教材を開発し授業に臨んで併用することにした。

2教材開発

（1）サイクロイド・内サイクロイド

サイクロイド（CyCloid，輝線）は第1図のように，座標をとり，動円の半径をa，円周上の

定点をP（ガ，ヅ）とし，動円の回転角をβとすると
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第1図 サイクロイドの説明図  

X＝OQ＝OR－QR  y＝PQ＝CR－CS  
であるので  

ガ＝α（♂－Sin♂）  ．γ＝＝α（1－COSβ）  

と書ける。これほサイクロイドの方程式であることほよく知られている。   

次に内サイクロイド（epicycloid，内輝線）について触れる。固定円の円周を底線として，  

その周りを動円が内接しながら滑ることなく転がる時，動円の円周上の定点が措く軌跡が内サ  

イクロイド曲線であることはよく知られている。第2図のように固定円の中心を0とし，ノ貴0  

第2図 内サイクロイドの説明図   
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を原点とする座標をとる。動円の円周上の定点をP（∬，グ），動円の中心を点Cとし固定円の半  

径をα，動円の半径をぁとすると，  

X＝＝OF＝OE－DC  y＝PF＝CE－DP  
である。円Cが点0の周りをβだけ回転した時，同時に円Cが自分自身の中心の周りを¢だけ  

回転するとする。この時αβ＝み¢であり，¢＝（α／1∂）βとなる。よって，内サイクロ  

イド曲線の方程式は  

∬＝（α－み）cosβ＋∂cos［（α－み）／み］β  

プ＝（αtあ）sinβ－∂sin［（α－み）／み］♂  

で表される。   

留意点として，特にα／み＝少／¢（既約分数，つまり有理数）ならば，動円は固定円をヴ回  

まわっ元の位置に戻り，定点Pの軌跡ほ閉曲線になる。さらに，内サイクロイドで動円の半径  

が固定円の半径の1／nになる時ほ，n個の尖点ができる（これをn－CuSped epicycloidとい  

う）ことが知られている。前にも触れたが，授業ほ一応発見学習とし，何か規則性のようなも  

のに迫っていく，という形になる。この観点で教材を調べると，固定円の半径分の動円の半径  

が♪／qになるとき，内サイクロイドは動円が固定円内を♪回転すると完結し，失点ほちょう  

どす個になる，ことが分かる。これを到達の目標にすることにした。   

これらの事実をもとに中学2年用の教材を開発するのだが，特に，次の特別な場合が重要な  

足掛かりとなると考えられる。   

［1］動円の半径が固定円の半径の1／2に等しい場合 このときは内サイクロイドは固定  

円の直径になり，ズ＝αCOSβ，プ＝0である。   

［2］動円の半径が固定円の半径の1／4に等しい場合 このときは内サイクロイドは星巴  

形になる。   

すなわち，∬＝αCOS8β，ツ＝αSiがβであるから，βを消去すれば星巴形の方程式  

∬2／さ＋プ2′8＝＝（が／8  

を得ることはよく知られている。  

以上の教材研究を経て次にパソコン教材（PCM）とビデオ教材を開発することになる 

（2）パソコン教材   

まずPCMから示す。ここでパソコ∵ンプログラムの内容を簡単に示す。プログラムは学生が  

中心となり開発した。ただ要所要所の指導ほ佐伯があたった（例えば，メタゲ⊥ム対策とか，  

途中割り込みとか，パソコ∵ンの一次停止など）。また以下の記述で［］の中ほ行番号である。  

［0010～1030］初期設定  

［1040～1390］デモソストレーション  

［1400～1930］半径30の円を転がす。回転角を6汀まで一気に転がすと，数箇所黄色い点後で  

措かれる動円に消されるので，いくうかに区切ってFOR～NEXTでPSE  

Tを取り直した。  

［1940～2110］半径30の円からできるサイクオイドの軌跡のみをステップを細かくして提示す  

る。完結したら“サイクロイド”と表示する。  

［2120′～2410］半径60の円を転がす。   
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［2420～2590］半径60の時のサイクロイドの軌跡のみをステップを細かくして提示する。完結  

したら‘‘サイクロイド’と表示する。  

［2600～2890］サイクロイドの時のビデオの代わりのイメージ化。  

［盟00～刀00］動円の半径を30とし，内サイクロイドを提示する。  

［3310～3710］動円の半径を60とし，内サイクロイドを提示する。  

［3720～3990］動円の半径を0＜ー＜180でinputすると，2好まで回転する。動円は措かず  

軌跡のみ措く。メタゲーム対策として［詔90］で，0＜ー＜180のところで範  

囲外の数字を入れるとinput段階に戻るようになっている。  

［4000～4420］動円の半径を0＜r＜180でinputすると，179×2汀回転することにしてあ  

る。これは，この範囲の整数のうち最も多く回転を必要とする場合が179回転  

だからである。しかし実数であれば止まらずにrunを続ける。そのため，ヘ  

ルプキー割り込みで教師が任意に画面表示を止めることが出来るようにしてあ  

る。  

［4430～4730］終わりのデモソストレーション。  

なお，上では触れなかったが，今回もプログラムの中では，随所に数多く  

A＄＝INKEY＄：IF A＄＝ “” THEN・・・  
が使ってあり，そこで入力待ちになるので，教師はそこで説明のための時間を得ることができ  

るようにしてあることほ，従前と同様である。   

（3）ビデオ教材   

子ども達に，言葉だけで「サイクロイド」を説明したのでは理解されにくい。そのイメージ  

もつかみにくいと考えた。実際に輪を廻して示す必要がある。ところで，ここですぐ頭に浮か  

ぶのはコ∵／ピュータアニメであるが，アニメはプログラミソグが手間がかかるし，出来上がっ  

た画面も動きがぎこちないことが多い。これでは生徒によいイメージを植え付けることは困難  

と考え，ビデオ教材によるアプローチとなった。佐イ自研では，岩手大学に教育工学セ∴／クーが  

設置された頃（1979年）から数年の間に学生を指導して多くのビデオ教材を作った経験がある  

ので，それを生かすことにした。ただ今回は電子編集とかBGMを付けるというような手間の  

かかることは一切行わず，撮りっばなしのままにした。内容は，大黒板（色はグリーン）の  

前でフープ（白色の新体操用のものを利用）の一部に赤いテープを巻き着けて固定点としたも  

のを数回転させ，それをビデオ撮りした簡単なものである（これでも大学にあるものだから，  

一応教育工学セ∴／クーのスタジオを使ってつくったが，実際ほどこでも，誰にでもできる水準  

の内容である）。  

3 授 業 設 計  

まず，学習指導案の概要を掲げる。佐伯のほか附属中学の教官の指導も受けて，学生が主と  

して設計した。途中，／くソコソ化教材との調整の場面も少なからず存在した。授業は田畑真紀  

子が担当した。筆者の指導は3名の致のグループ毎の指導になっている。この指導例の放はた  

またま女子学生だけの放であった。  

数学科学習指導案   
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日 時：昭和62年12月16日（水）16：30～17：20   

クラス：岩手大学附属中学校2年選抜組（男子6名，女子4名，計10名）   

授業者：田畑真紀子   

共同研究者：佐々木寿子，谷地直子  

1．単元名：サイクロイド  

2．本時の指導  

（1）ねらい・サイクロイドの横形を理解できる。  

・定円と動円の半径と内サイクロイドを関連づけて考えることができる。  

（2）展開  

2Ⅰ3  

段階】学習内容l学 習 活 動l指導上の留意点 桓間i教 具  
・課題提示  1．本時の学習内容を把握す   

る。  

・プログラムのタイトル部   

分をVTRで見る。  

ビデオテープ  

′くソコン  
本時の学習内容に対する課題を認  

識させる。  

2．サイクロイドを知る。  

1）動円の半径30のサイク   

ロイド  

2）サイクロイドの定義  

3）動円の半径00のサイク   

ロイド  

4）まとめ  

3．内サイクロイドを知る。  

1）動円の半径30の内サイ   

クロイド  

2）内サイクロイドの定義  

3）動円の半径60の内サイ   

クロイド  

4）プリント恥2の内サイ   

クロイドから動円の半径   

を求める。  

・直径，円周，回転数（山の数）を  

認識する。  

・半径30のサイタロイドをもとに予  

想，発表させ認識させる。  

パソコン  

プリント札1  

・内サイク   

ロイド  ・円の中を転がすことを想像させ   

る。  

・サイクロイドをもとに予想，発表   

させる。  

・パソコンキー操作の仕方を教え   

る。  

・プリント配布。  

・生徒にキーを押させ，確認しなが   

ら進める。  

／くソコン′  

プリント‰2  

5）まとめ  

動円の半径をどんな値にしても図  

が完結することを説明する。  

4．内サイクロイドの半径を   

ランダムに選ぷ。  

・まとめ  パソコこ／   

この指導案からも分かるように，提示の一部をパソコ∵ノアニメの代わりにビデオ映像を利用  

している。これは，教材作成をする教師にとって，パソコンアニメ開発の煩わしさから解放し  

てくれたし，画面を見る生徒側からも適確な画面を見ることができたようである。一般にビデ  

オほ普通パソコ∵ノアニメに比べ情報量が圧倒的に多いので生徒にはポイントを強調する画面の  

「省略の効果」を犠牲にするというデメリットがあると言われているが，ここでほ映像が極め  

て単純な‘‘フープを転がすという回転”のみであったので，そのデメリットは問題にならない  

と考えて設計した。   



佐 伯 卓 也  2Ⅰ4  

4 授業の実際  

授業はビデオに収録した。後で，授業記録（プロトコール）を作成するするためである。ま  

ず，その記録の一部分を次に示しておく。  

授業の実際（プロトコール）  

時間‡   教師の行動（発言）  l学習者の行動（発声）ー備 考  

デモソストレ  

ーシき ン′  

0010～1390  

これから1時間よろしくお願いします。最初にデモ  

ソストレーシ三ソちょっとだけ見て下さい。（キー  

操作）  

ここに書いてある通り，今日はサイクロイドという  

のをやります。で，サイクロイドというのは今ちょ  

っとビデオで見ますからちょっとだけですから，い  

いですか？  

まず，円を転がします。こう直線上を滑らないよう  

に転がしたときに1点を決めておくんですけどもそ  

こんところがどういうふうに動くかというのを…。  

（ビデオ操作）動かないね。あっ，動いた。ここ見  

えるかな。印がついてあるところ，こういう定点が   

0  

で，これをやるんですけど，こういうふうに円に定  

点を決めて，それを転がした時にその定点がどうい  

うふうな曲線を描くか，なんとなくわかりました  

か。どんなふうか分かる？じゃあ，やって見ます  

（キー操作）まず，『直線上をころがそう』でまず  

はその円を直線上を転がします。コロコロと……。  

（プリシト配布）書かなくていいから見てて下さい  

【1】からいくんですけど，いいですか？  

・サイクロイド  

サイクロイド  

（1）  

1400～1930  

プリント恥．1  

内サイクロイ  

ド（4）  

3720～3990   

・みんなやったね。じゃあ，みんなにこれで実際にや  

ってもらいます（キー操作）。やり方を今から説明  

するので後ろの人見えるかな？いいですか？『円の  

半径はいくつ？』ってありますね。『r？』のピコ  

ピコって所にみんなの答えの数字をうちます。ここ  

のリターンキー，この矢印の所をポソと押します。  

そうすると出ます。じゃあ，順番にY君から。  

・モソテツチ君？じゃあ，1番ほ劉）ってなってるから  

やって見て下さい。  

・あっ，ずっと押してるとずっとつきますから……。  

・見えない？できた？1番は99だね。だからさ，本当  

は直線上にすると山になるんだけど，これをキュッ  

トとやっちゃうと直線になっちゃうのね。で，今は  

見えないけど本当はこれはこうきて，こう戻ってく   

るの。  

・わかるね？   

・モソチッチ！  

（キー操作）  

（キー操作）  

わかる。  

わかんない。  
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よく見ると…▼‥今，終わりました。  

ここに来たのね。  

そうすると，『クリカェシマス（1），ツギニイキマス  

（2）』ってありますね。繰り返したいよね。繰り返す  

っていうのもう1回同じことをやるから1にしてリ  

タウンキーを押します。そして2番の答えを入れて  

下さい。  
・ここ押すの？  

（キー操作）  

・考えたの？  

・60（キー操作）  

・じれったいな。  

・じれったい。  

・一生懸命考えたのに…。  

・緊張するなよ，これだけ  

で。（笑い）  

・練習してたんだよ，さっ   

きから，こればっかりや   

ってる。  

・違うよ。（キー操作）  

・ん？ここ1になってるの。1，2，3，…・＝同じ数  

字だよ。  

・考えたの，じゃあ，2番の答えを入れて下さい。   

・2番目，60さっきやったね。あっ，そうだね。   

・じれったいね。  

ここに戻ってくると終わりますね。リターンキーを  

押します。3番の答えを入れてね。  

・じゃあ，代表的なので，72をやって見ましょう。F   

君やって下さい。   

・72です。  

・時間がかかるね。さっきの倍かかるね。さっきのは   

動円が定円を1回転するだけだったけど，今度は2   

回転するから……。  

・ずっと最後の方を見ると71／nは71回転するから，   

すごい時間がかかるのね。  

えー，これができるのに30分かかるよ。  

・お－選ばれた。   

（キー操作）  内サイクロイ  

ド（覇  

4000′－4420  

パソコソはラ  

ンしている。  

・やって見るか？  

・えー  

・やって見たい。  

やって見たい？ちょっと具合が悪いなあ。  

もう少Lですね。星に近い形ですれ……はい，こ  

れで終わりましたね。で，いろいろやりたいけど，  

時間もちょうど釆たみたいだし，ここで終わりにし  

ますね。 

で，最後。あとデモンストレーショ ン。（キー操  

最）作初と変わらないけど……。  

これで，授業は一応，終わりです。  

デモンストレ  

ーショ ソ   

4430′－4730   
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次に，学習プリントについて記す。プリントは恥1，鵬．2そして授業のまとめのところで配  

布したプリントの3種類である。これらのプリントほどれも′くソコソのプリンタの打ち出した  

図を，切り貼りして作成してある。実際のプリントを示すことを省略して，ここではその概要  

を述べるに止どめる。   

プリント‰1は，まず，「【1】直線上をころがそう。」であり，サイクロイド曲線の確認  

と転がるときの山の数ほ何によってきまるか，の確認であり，次には「【2】円の中をころが  

そう。」が続き，内サイクロイド曲線の確認と，定円の半径をR，動円の半径をrとした時，  

Rとーの関係と山の数の確認の問いが続く。   

プリント‰2は内サイクロイドの図17個で，Rを一定としrをいろいろ変えたものを載せ，  

前半は内サイクロイドの形からーを求める問題，後半は少し複雑な内サイクロイドの囲（山の  

数が15以上）を載せてある。これらから，内サイタロイドの一般席向が発見出来る′ようになっ  

ている。   

まとめのプリントほ内部の円が何回転かしないと曲線は閉じないような図の例を72種耕を3  

枚のプリントで示した。この中には，教材作りをしていた学生にとっても予想外の図が多く含  

まれていて，興味深かった。   

全体的に授業は予定通りに進み，ほぼ成功的であった。特に，「まとめのプリント」を配布  

したとき，生徒から驚きの声があがり，大いに盛り上がった。何故なら，このプリントは，前  

にも触れたが，72種類のいろいろの例を載せてあったからである。なお，これらのプリソトは  

パソコンのプリンタの打ち出しを利用しているのだが，そのままでは縦が0．8に術小されるか  

ら，ここでほ，プログラムを修正して縦長にしたあとプリントしていることを付け加えてお  

く。  

5 授業の評価  

本研究の目標は，このようなふくらまし教材を用いて，中学2年の生徒で，一体授業が成立  

するかどうかの確認，これを通してプレサービス教師教育がどのようになされたかの確認，に  

ある。このような立場から授業評価の結果を簡単に記述する。   

データ採取からの評価は（1）IWATによるS sの認知構造の変容，P－Pグラフのパターン  

（佐イ自，1981，1982），（2）PCSD－S（中高生対象のパソコンに対する態度測定用SD用具）  

による変容（佐伯，1985），の2つを利用した。  

（1）IWAT－キーワードは①サイクロイド②内サイクロイド③定直線④定円⑤動円⑥円  

周上の定点⑦曲線⑧半径の割合，の8語である。授業目標（内容）のデテールから内容構造を  

定め（学生に決定させた），IWAT用紙を作成，授業の前と後にテストを実施した。結果は  

内容構造と認知構造の距離ほ，d（意味度の距離，佐伯，1982），D（距離行列の距離，佐伯，  

1982）ともに事後が近くなっている。特に，Dでは事後になって近さが＊（やや近い）までに  

なった。P－Pグラフの型ほⅣに型（ややⅠ型近い）で，グラフパターンの上からは一応成功  

的であったと評価できる。しかし，変容係数はβ1＝．32，β2＝．37とかなり低く，グラフパター  

ンからの評価忙反して，成功的ではない，ということになる。この不整合性の原因は，断言は  

できないが，授業の内容・教材に対する生徒の認識と授業の方法（PCTによる），それに授  

業の直後にテストをしたという，テストの時期の問題の交互作用からきていると推察される   
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（今回の授業では，しばしば問題になる，キーワードとその内容構造・隣接箇所の選定と授業  

の進行との関係，つまり，授業の進行で授業が内容構造と遊離することがあるが，そのような  

遊離はおこらなかったように見える）がこれ以上はなんとも言えない。  

（2）PCSD－S一本用具は佐伯が正規の手続きを踏み開発した，中高生用の′くソコソに  

対する態度測定用のSDバッテリーであり，7点尺度10項目から成る（佐胤1985）。分析ほ，  

SDプロフィールだけにしたが，事前から事後にかけて，「とっつきやすい－とっつきにく  

い」尺度以外は，事後の方がスコアが上がっている。また，女子よりも男子が上がりかたが大  

きいように見える。   

以上から，総合的に判断して，一応授業が成立したということ，授業担当のプレサービス教  

師も授業が計画通りにこなした，という意味で，一応成功的であったと判断したい。  

6 考  察  

本研究の目標は，一応，非CAI的授業の教材開発およびその授業研究ならびにそれを通し  

てのプレサービス教師教育の研究にある。その内容ほ，中学生用のパソコソ化教材としてのふ  

くらまし教材，サイタロイド曲線の教材開発とそれを利用しての授業実践の研究と位置付けら  

れる。教材開発という観点からは，ビデオ教材をも併せ用いたことは効果的と判断できる。取  

り扱った内容であるが，今回はサイクロイドと内サイクロイドに限ったが，一応最初の試行と  

してはやむを得ないことであると考える。また，扱い方も，単に′くラメータを動かしていろん  

なグラフを書かせ，何かの法則性を導くことにのみ終始したが，もっとはかの扱いかた，例え  

ば，自然現象からサイクロイドになるものを取り入れ，それがサイクロイドになることのシミ  

ュレーション的扱い方等，グラフィックの上からは外サイクロイドや各種のトロコイド等が残  

されている。これら残された問題は今後の課題となるものである。しかし今回の結果を総合的  

に判断すると，一応，次の2つの事項 

（1）′くソコ∵／化授業とビデオ教材との併用，  

（2）中学生のためのサイクロイド曲線の教材開発，  

の手掛かりを得たことが評価されるかも知れない。特に（2）については，参考にできるものは皆  

無に等しい。参考になるものと言えば，研究室にある過去のパソコンを利用したふくらまし教  

材の蓄積とか，関連する数学の専門書ぐらいであった。このような環境の中で，筆者の助言や  

附属中学の教官の指導があったとしても，サイクロイドの中学生用のパソコ∵／化教材の開発に  

取り組んだ3人の女子学生達の独創性には全く目を見張るものがあると言えるかも知れない。   

次に，プレサービス教師教育の観点から見る。授業全体を通してであるが，授業の「流れ」  

は，授業者が一応教育実習後であったこともあって，わりあいスムーズに流れていたといえ  

る。しかし，指導者から見たとき，ポイントの押さえ方に一抹の不安を感じる。また，最後の  

まとめのプリントの配布時であったが，あらかじめここで一つの「授業のやまば」を作る計画  

であった。しかし，実際は時間不足ということもあり，物足りない感じをぬぐいきれない。   

次に，プレサービス教師教育の観点からは，一応学生をしてパソコン化教材のほかにビデオ  

教材の開発の指導ができたことが今回の研究の新しいところであった。学生は，女子学生であ  

っても，必要に迫られれば，教育で用いるパソコンソフトの開発や機器の取り扱い等も難無く  

こなしていけるだろうから，どしどし指導をすればよい，ということを示唆する結果になった   



218  

ようである。  
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