
熱応力緩和型傾斜機能材料の

熱弾性挙動に関する確率論的研究

2009年 3月

岩手大学大学院工学研究科

生産開発工学専攻

千葉 良一



目 次

第 1章 序 論

1.1 研究の背景

1.2 本研究に関連する既往の研究

1.3 熱応力緩和型傾斜機能材料

1.4 本論文の研究課題

1.5 確率論的評価に用いる統計量

1.6 確率過程と確率場

1.6.1 確率過程と相関関数

1.6.2 定常確率過程

1.6.3 確率場

I.7 本論文で用いる主な記号

第2章 熱的境界条件に確率過程が含まれる場合

2,1 緒 言

2.2 解 析

2.2.1 温度場

2.2.2 熱応力場

2.3 数値計算結果と考察

2.3.1 周囲媒体温度がホワイ トノイズの場合

2.3.2 周囲媒体温度が定常マルコフ過程の場合

2.4 結 言

第3章 初期温度が確率場である場合

3.1 緒 言

3.2 温度場の解析

3.3 熱応力場の解析

3.4 数値計算結果と考察

3.4.1 初期温度がホワイ トノイズの場合

3.4.2 初期温度が一様マルコフ確率場の場合

3.5 結 言

第4章 物性値が確率場で与えられる場合

l

1

2

3

5

′0

7

00

00

0ノ

0日H

2

2

3

3

00

0

2

′0

∩7

1

1

1

1

1

2

2

2

2

1

11

11

5

7

0ノ

1

5

′0

3

3

3

3

3

つJ

4

4

4



目 次

4.1 緒 言

4.2 モンテカルロ･シミュレーション法による解析

4.2.1 解析モデル
4.2.2 モンテカルロ ･シミュレーション法

4.2.3 温度場 ･熱応力場の解析
4.2.4 数値計算結果と考察
4.3 摂動法による解析

4.3.1 解析モデル

4.3.2 解 析

4.3.3 数値計算結果と考察

4.4 結 言

第 5章 放熱面における熱伝達率が確率場の場合

5.1 緒 言

5,2 解析モデル

5.3 モンテカノレロ ･シ ミュレーション

5.4 決定論的温度場および熱応力場の解析解

5.4.1 温度場

5.4.2 熱応力場

5.5 数値計算結果と考察

5.5.1 計算条件の設定

5.5.2 決定論的な温度と熱応力に対する解析解の検証

5.5.3 解析結果の収束に及ぼすシミュレーション回数の影響

5.5.4 温度の二次統計量

5.5.5 熱応力の二次統計量

5.5.6 板厚変化の影響

5.6 結 言

第6章 総 括

参考文献

付録A

付録 B

- ll -

/h
V

7

7

0
ノ

0

0

2

2

2

9
0

5

4

4

4

4

5

5

/h
)

∠
U

/ん
U

∠
U

7

7

7

0
0

0

1
1

･1

5
′0

/LU

O
ノ

0

0

5

0
ノ

ー

7

7

7

0
0

0
0

cc

8
0
0

0
0

0
0

0
ノ

0
ノ

0
ノ

0
ノ

01

7

7

00

0

1

1

1

1

1



目 次

付録C ランダムな初期温度をもつ均質体の熱応力

1 緒 言

2 一般理論

3 解析

4 数値計算結果と考察

5 結 言

付録 D 空間的にランダムな熱伝達率を有する均質中空円板の確率論的熱応力解析

1 緒 言

2 解析モデル

3 解 析

4 数値計算結果と考察

5 結 言

付録E

付録F

付録G

付録H

謝 辞

ー111-

0

0

1

2

1

5

2

2

2

2

3

3

1

1

1

1

1

1

′0

′hV
7

00

/LU

′0

7

3

3

3

3

4

5

5

1

1

1

1▲

'■▲

l

1

00

∩7

5

5

I

0

2

/hV

′0

1

1



第 1章 序 論

1.1 研究の背景

近年,電子計算機の高性能化と,それに適した計算方法のめざましい発展にともない,機械,

機器,装置,構造物 (以降,これらを構造体と総称する)の設計 ･解析は著しく高度化し,精微

な結果を得ることが可能となってきた.これは,熱弾性学の分野においても当てはまり,熱応力

問題の理論的研究は,3次元熱応力場や熱弾性逆問題,電磁熱弾性問題,各種異方性体や不均質

体にまでその解析対象を拡大してきている.しかし,これらの進歩は,物体に対する外力や熱負

荷,物体の特性などがばらつかない,もしくはバラツキが無視できるほど小さいとした,いわゆ

る ｢決定論的取扱い｣を前提とした場合に限られる.

一般に,構造体が受ける外力や熱負荷には,本来正確な予測がしにくいものが多い.また,棉

造体の物性値にバラツキがあることも疑問の余地はなく,衆目の認めるところである.事実,ガ

スタービンなどの高温機器において,それを構成する各要素の熱的環境や機械的負荷を正確に予

測することは非常に困難であり,設計上かなりの不確定要因が存在する(1)ことが指摘されている.

これらの事実を勘案して,いわゆる安全率なるものが設計に取り入れられているのであるが,堤

行の安全率の考え方に基づく許容応力設計法では,構造体の安全性を定量的に評価できないこと

も事実である.そこで 1960年代より,荷重および構造材料等の統計的バラツキを考慮した確率論

手法を用いて,安全性を合理的に決定しようとする動きが進んでいる.そして,それは強度や寿

命が必要にして十分か否かを定性的 ･主観的にではなく,信頼性の概念に基づいて定量的 ･客観

的に評価することを可能にしている.

確率論手法の工学問題-の応用に関する文献をサーベイすると,土木関係の学術誌において不

規則振動理論に関する研究が比較的多く見つかる.また,確率変量を有する構造系の振動解析に

関する研究も散見される.土木工学の分野において不規則振動問題が活発に研究されている理由

は,それが構造物の耐震設計と関連して重要視されているからであろう.さらに,伝熱工学の分

野でも確率論的熱伝導解析に関する論文が幾つか発表され,各解析手法の数値計算-の適用性が

検討されている(2).しかしながら,それらの分野と比べると,熱弾性問題-の確率論手法の導入

は遅れており,異方性体や不均質体はもとより,均質体を対象としたものですら,その報告例が

非常に少ない現状である.

近年,不均質体の確率論的熱弾性問題は,熱応力緩和型傾斜機能材料 (FGM)の信頼性評価と

関連して,特に重要な研究テーマになりつつある.現在,スペースシャトルに代わる次世代宇宙

機 (スペースプレーン)の機体材料として,1000Ⅹ以上もの温度落差に耐えうる超耐熱材料であ

るFGM が注目されている.熱応力緩和型 FGM は,セラミックから金属-組成が連続的に変化

する典型的な不均質材料である.一般に,機体が実際の大気圏飛行中に受ける熱的負荷を正確に

予測するのは困難(3)であり,また,製造時の連続的な組成制御の難しさから,FGMの物性値その
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ものも不確定性を含む.有人宇宙往還機であるスペースプレーンの機体破損は直ちに人命に関わ

るため,その安全性評価は不可欠である.したがって,不均質体の熱応力に対する確率論的評価

手法の開発が昨今求められている.

1.2 本研究に関連する既往の研究

これまでに報告されている ｢確率論手法を用いた熱伝導および熱弾性解析｣に関する研究を表

日 にまとめる.確率量と見なしているパラメータ別に,解析対象物の均質/不均質および熱応力

場の解析の有無に応じて分類している.この表によれば,均質体を対象としたものでは,熱伝導

問題のみを扱った研究は比較的多いものの,ランダムなパラメータが及ぼす熱応力 (または熱変

形)-の影響まで検討したものは非常に少ない.また,不均質体を対象とした研究は,FGMの出

現と相まって90年代前半から徐々に行われ始めてはいるが,均質体を対象としたものと比べると

極端に少ない.

Table1･1 Summaryofstochasticheatconduction/thermalstressstudies

Randomparameter
Homogeneousbodies Nonhomogeneousbodies

Temperature Thermalstresses Temperature Thermalstresses

Surfacetemperature(or (47-16) (5,17-24, (25) (26,27)

ambienttemperature) 160-162)

Initialtemperature (16,28131) (25)

Materialproperties (32-46) (47-52) (6,53-55)

HeattransfercoefrlCients (14,16,34,37,46,56,57) (21,58,59)

Heatgenerationrate (4,14,30,31,40,60,61) (25)

Geometry (62) (50,63,64) (53)

plusthereexistsomereviewarticles(2,65,66)

確率論手法を用いた熱伝導解析の先駆け的研究を行ったのはSamuels(4)である,彼は,ランダム

変動する表面温度と時空間的にランダムな内部熱発生をもつ平板と球に対して解析を行った.一

方,ランダム熱応力に関する研究は Parkus(5)によって提起され,彼は半無限体の熱弾性問題を確

率論手法を用いて巧みに解析した.

確率量として考慮したパラメータに注目すると,物体の表面温度または周囲媒体温度を確率量

とみなした,いわゆるランダム加熱問題に関する研究が多いようである.これは,例えば,温度

変化に敏感な機器を周囲から断熱するシステムの設計などに強く関連するからであろう.また,

物体の材料特性を確率量とみなした研究も少なくないが,これは,構造体を構成する材料の特性

は一般に少なからずばらつくものであるという事実が公知となった証拠であろう.後述するよう

に,FGMは他の材料と比べて,物性値に大きなバラツキを生じせしめる多くの要因を包含してい

る.Poterasuら(6)は,FGMの物性値の大きなバラツキに早くから注目し,そのランダム性を考慮

一2-
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して熱弾性解析を試みようとしたが,その研究が確率有限要素法に基づく定式化にとどまってい

ることは非常に残念に思われる.

FGM が所要の機能性を最大限に発現するには,そのための材料組成設計が必須事項となる.し

たがって,一般的なFGM の解析モデルは,任意の不均質特性を有する不均質体でなければならな

い.しかしながら,このような不均質体に関する確率論的研究は全く報告されていない.

1.3 熟応力緩和型傾斜機能材料

傾斜機能材料 (FGM) とは,異なる性質をもつ複数の材料を用いて,その組成 ･組織の分布を

材料内で連続的*に制御することにより,任意の材料機能を発現させることができる先進材料であ

る.使用条件に合わせて発現させる機能を最大限に引き出すために,あらかじめ組成 ･組織の分

布を設計する ｢材料設計｣の概念を持つ.従来の研究 ･開発の対象であった均質材料とはまった

く-異なる ｢不均質材料｣といえるものである.FGM は我が国独自のアイデアによって生み出され

た材料である.

その中でも熱応力緩和型FGM は,加熱面にはセラミックを配して耐熱性を与え,一方,冷却を

行う面には金属材料を配して高熱伝導性および機械的強度を与え,その間の組成 ･組織の分布を

連続的に制御することにより,熱膨張係数を連続的に変化させた一体の材料であり,高温で発生

する熱応力の緩和を目的としたものである.ここで各種材料の構成と諸特性の関係を図 日 に示

す.均質材料は諸特性が材料内部で一定であるが,複合材料 (貼り合わせ材)では諸特性が接合

界面において大きく異なり,特性の段差を有する.熱膨張係数の段差は高温において大きな熱応

力を発生させ,接合界面の破壊を招く.FGM の場合には,組成が連続的に変化しているために特

定の接合界面が存在せず,諸特性も連続的に変化している.熱膨張係数に段差がないため高温で

発生する熱応力を大幅に低減することができ,超高温での接合界面の破壊を防ぐことが可能にな

る.

(Thermalresistance)

(Thermalconductivity)

(CoefrlCientoflinearthermalexpansion)

rThermalstress)

○ :MaterialA

(Ceramic)●:MaterialB(Metal)

ヾ

｣

二

二

Composite FGM

Fig･1･lRelationshipbetweenmaterialcompositionandresultingproperties(164)

書段階的に変化させた材料も広義の意味でFGM と呼ぶことがある

-3-
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FGM発想のきっかけをつくったのはスペースプレーンに要求される ｢大温度落差にも耐えうる

超耐熱性｣であったため,熱応力緩和型 FGMはいわばFGMの元祖といえる･しかしながら,今

やFGM は耐熱材料だけでなく,人工股関節や人工歯根などの生体材料,温度や湿度をコントロー

ルする建築材札 光ファイバー,熱電変換材料,シェーバーの刃など広範な分野に応用されてい

る.

ところで,FGM の製造方法はこれまでに様々開発されてはいるが,いずれの方法を用いたとし

ても組成分布を設計値通りに制御することは技術的に困難であり,FGM の組成分布は設計値から

ばらつくものとなる(88,99,'63).図 1･2(a)は,減圧プラズマ溶射法で製造されたNi-20Cr/ZrO2-8Y203

FGM のジルコニア重量%の板厚方向分布を,図 1･2(b)はホットプレスで製造されたcu/AIFGMの

組成の板厚方向分布を示したものである.これらを見ると,金属とセラミックスが組成比を漸変

させながら微細に堆積しており,設計目標と完全に一致していないことがわかる.また,一般に

FGM を製造する時の温度は非常に高いため,原子拡散 (サーモマイグレーション)(90)が生じやす

く,このこともFGMの物性値が不確定なものとなる所以である.

%

一
j

h
tH
n
TttOUJ
!

Z

01.0 2.0 3.0 4.0
Tbickness[mm]

(a)Ni-20Cr/ZrO 2-8Y20,FGM(99)

01 2 3 4 5 6 7 8
Thickness[mm]

(b)Cu仏lFGM(163)

Fig.1･2CompositiondistribLltionsofFGMalongthethickness

このように,熱応力緩和型 FGM は他の材料と比べて,その物性値に大きな不確定性を抱える.

従来の設計手法では,安全係数という経験的な係数を用いて不確定性に対処しているが,まだ研

-4-
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究段階のFGM においては,製造方法や使用条件など未知の部分が多く存在するため,FGM の材

料設計に際して,安全係数を主観的に決定することは危険であり,確率論に基づいて不確定性を

客観的に取り扱うことにより,より信頼性の高い安全性評価を行うことができる.

1.4 本論文の研究課題

不均質体,特に熱応力緩和型 FGMの熱弾性挙新に関する確率論的評価手法の開発が急務である

現状を考慮し,本論文では,熱負荷条件や物性値などに不確定性を含む不均質体の温度 ･熱応力

の統計量を数理解析的に評価する方法について論じ,以てスペースプレーンや高温ガスタービン,

原子炉などのように,高度の安全性が要求される高温構造体の信頼性評価に資することを目的と

している.何を確率変量と見なすかによって温度および熱応力の確率論的評価方法が異なるため,

確率変量として考えるパラメータの種類に応じて問題を4つに分類し,章ごとに分けて取り扱っ

た.以下,各章における内容を概説する.

第 2章では,熱的境界条件に確率過程が含まれる不均質体の確率論的熱弾性問題について論じ

た.具体的には,板厚方向-の熱的 ･機械的不均質性が任意である傾斜機能無限平板が,温度が

ランダム変動する周囲媒体から対流加熱を受ける場合を取り扱った.一般的なFGMがもつ任意の

熱的不均質性に対処するため,温度場は区分的線形不均質近似法を適用して解析した.また熱応

力場は,厚さ方向にのみ温度変化がある不均質無限平板に対する厳密解を用いて解析した.そし

て,これらの結果を基に,温度と熱応力の統計量として,それぞれの自己相関関数とスペクトル

密度を導出した.金属とセラミックからなる典型的な熱応力緩和型 FGM について数値計算を行い,

周囲媒体の温度変化が①ホワイ トノイズ,②定常正規マルコフ過程-で与えられる場合について,

温度と熱応力の統計量に及ぼす傾斜組成分布の影響を考察した.

第 3章では,初期温度が確率場である不均質体の非定常熱弾性問題について論じた.板厚方向

-の熱的 ･機械的不均質性が任意である傾斜機能無限平板がランダムな初期温度を有する場合に

ついて,積分変換法の一種である Ⅵ)dickaの手法を応用して解析した.また数値計算は,初期温

度がホワイ トノイズの場合に加え,一様マルコフ確率場の場合についても実行し,傾斜組成分布

と温度 ･熱応力の統計量との関係を考察した.なお,初期温度が確率場で与えられる非定常熱弾

性問題に対する確率論的研究は,均質体を対象としたものですら報告されていない現状である.

そこで付録において,7種類の単純な幾何形状を有する均質体が,ランダム分布する初期温度を

もつ場合について解析を行った.そのうち数種類の形状に対して,ホワイトノイズ型の初期温度

を仮定して温度と熱応力の統計量を数値計算し,Lその統計量の非定常挙動について考察している.

第 4章では,確率変量を有する不均質体の熱弾性問題の一例として,物性値に不確定性を含む

傾斜機能無限平板が,その表面を対流加熱される場合の非定常熱弾性問題について論じた,本章

では,一般に熱応力緩和型 FGM の構成材料間で大きく値の異なる ｢熱伝導率｣と ｢線膨張係数｣

を不確定量として扱い,問題の求解には二つのアプローチを採った.一つは,第4章第 2節で述

べるモンテカルロ･シミュレーション法であり,確率変数の個数や相関の有無に関係なく解析が

可能であるという特長をもつ.他の一つは,第 3節で述べる摂動法である.この手法の使用は,
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不確定量のバラツキ幅が小さい場合に限定されるが,その数値計算の容易さから,実際のFGMの

設計時に有用であると思われる.また,数値計算を行い,温度および熱応力の標準偏差に及ぼす

傾斜組成分布,加熱面の熱伝達率,不確定な物性値の相関係数の影響を明らかにした･

第 5章では,周囲-の熱放散を考慮して物体内の温度や熱応力分布を評価 ･予測する際,一般

に最も不確定なパラメータは熱伝達率であるという事実に注目して,熱放散面の熱伝達率が確率

場である不均質円板の軸対称非定常熱弾性問題にういて論じた.半径方向に組成と板厚が変化す

る変厚傾斜機能円板に対して,決定論的温度と熱応力に対する解析解を利用したモンテカルロ･

シミュレーション法により,温度と熱応力の統計量を評価した.半径方向-のなめらかな板厚変

化をステップ状に近似し,かつ各層で-様な熱伝達率を有する均質環状層からなる積層体で元の

円板を近似することにより,温度の解析解を導出した.また熱応力の解析解は,ヤング率の区分

的ベキ乗関数近似を導入することで得た.数値計算は,タービンディスク-の応用を想定して行

い,温度と熱応力の統計量に及ぼす熱伝達率の平均の大きさ,構成材料の体積分率分布,および

板厚変化の影響について検討した.なお,確率場の熱伝達率を有する物体の非定常熱弾性問題に

関する研究は,その物体が均質 ･不均質に関わらず,これまで全く行われていない.そこで,均

質円板の平坦面における熱伝達率が確率場の場合について,温度と熱応力の統計量 (平均と分散)

を摂動法で解析的に導出する手法を付録に示した.さらに,温度の標準偏差について,本解析解

とモンテカルロ･シミュレーションからの結果を比較し,熱伝達率の変動係数が小さい範囲で,

両者が精度良く一致することを確認した.

第 6章は総括であり,本研究で得られた成果を要約している.また,本研究の今後の展開につ

いても述べる.

1.5 確率論的評価に用いる統計量

本論文では,"平均"と "分散 (標準偏差)"を主に統計的評価の対象としている.その理由は

以下に示す信頼性設計法との関連性に基づいている.

構造体を設計する際,土木 ･建築 ･機械 ･航空 ･船舶その他を問わず全ての構造体に対して,

それを使用するであろう耐用期間内に,安全性と機能性が十分確保されるように設計することが

基本条件である.ところで,設計変数の多くは厳密に考えると何らかの不確定性を有するもので

ある.たとえば自然環境に置かれた構造体は,地震荷重や風荷重などのような,発生時点,継続

時間,その大きさ等に不規則性を持つ荷重を受けることになる.また,荷重に対する構造体の強

度や耐力は,構造材料の物性値のバラツキや製作精度の変動性など様々な不確定要因を含んでい

る.我々が十分な安全性を確保した設計を行うということは,絶対に破壊しないものをつくると

いうことではなく,上述の不確定要因のもとで ｢各破壊モー ドを確率的にどの程度の発生頻度に

おさめたらよいか｣に基づき設計することであり,不確定要因を定量的に正しく評価することを

前提とする.これが<信頼性設計法>である.信頼性設計法には次に示す 3つの設計水準がある
(67)

･レベルⅠⅠⅠ:各破壊モー ドの生起確率を算出し,設定した許容破壊確率を下回るものの中から最
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良と思われるものを設計案として決定する方法.最も上位の方法であるが,これを適用するに

は関係する因子の確率分布を与える必要がある.

･レベルⅠⅠ:煩雑なレベルIIIの設計を簡単化した方法で,二次モーメント法と呼ばれる.確率 ･

統計的にはたかだか平均値と分散の範囲を道具として用いて信頼性設計を行うため,確率分布

が不明でも適用できる,安全性の余裕として安全性指標のβ値 (これは間接的に破壊確率に対応

づけられる)を用いる.

･レベルⅠ:荷重と強度のそれぞれに対して部分安全係数を定め,それらの係数をもつ設計基準式

に従って決定論的手法で設計を行う方法.設計者は直接に確率 ･統計的手法を用いないでも設

計可能.

実際の設計に上記レベルⅠⅠⅠの設計水準を用いるには,材料の物性値や荷重の確率分布を知らね

ばならない.もちろん,確率分布の状態を正確に把握するためには実験による裏付けが必要であ

る.しかしながら,実験によって得られる情報は主として確率量の中央値周辺のバラツキ状態に

対するものであり,信頼性理論で必要とされる確率分布の裾の形状に対する情報を得ることは非

常に困難である.また,破壊モー ドの生起確率の算出にはモンテカルロ･シミュレーション法が

良く用いられるが,これは,破壊確率が′J､さくなるにしたがって試行回数を多くとらねばならな

いという欠点を持つ.例えば,破壊確率pl-10JJとすれば,少なくとも試行回数を107(-1/10~6×

10)回とらねばならず,試行回数が極端に大きくなってしまう.この欠点は,コンピュータの性能

向上やLinesampling法(68),subsetsimulation法(69)などのようなシミュレーション法自体の改良によ

り次第に克服されてきているものの,それでも破壊モー ドの生起確率を算出するには膨大な計算

時間を要する.したがって,たとえ全ての不確定因子に対する確率分布の裾の形状を正確に把握

できたとしても,レベルⅠⅠⅠの設計水準の使用は実用的ではない.破壊モー ドに対する信頼度を定

量的に求めるということでは,解析上いくつかの近似を含むが,レベル Hの設計水準の使用が実

用性をも満足する唯一の方法であろう.

以上のような理由から本論文では,個々の破壊モー ドの生起確率を定量的かつ実用に供する範

囲内で求めることを念頭におき,レベル 11の設計水準による信頼性設計に必要な "平均"と "分

敬 (標準偏差)"を主に統計的評価の対象とした.

1.6 確率過程と確率場(70,71)

構造体は将来予想されるいかなる外的負荷に対しても耐用年限中に安全かつ機能を保つように

設計されなければならない.そのために構造解析および設計法は最初に,①構造体に作用する負

荷をできるだけ正確に推定または算出し,設計作業が容易なように,それをモデル化して使用に

供する.次いで,②この簡潔に表示されたモデル負荷を用いて構造解析を進め,③最終的にその

安全性を検討し施工に移される.①に関してさらに考察すれば,構造体はある程度規則性を有す

る負荷を受ける一方,地震動,強風時の風圧力あるいは海洋構造物に作用する波浪水圧などのよ

うに,その性状を正確に把握することがきわめて困難な負荷も受ける.それらの波形はきわめて

複雑であり,二度と同一波形は再現されない.したがって,このような不規則かつ再現性のない
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負荷を設計負荷にモデル化するためには,まずその時間的に変化する動特性を解明する必要があ

る.

この節では,時間的に不規則変動する熱負荷や外力などのランダム関数を数学的に記述するの

に必要なモデルである ｢確率過程｣と,空間的な不規則関数のモデルである ｢確率場｣の基本的

な事項についてまとめる.

1.6.1 確率過程と相関関数

確率過程とは時間に依存する確率変数のことを指す.図 113に確率過程の一例 (例えば,x(t)を

物体に作用する荷重と考えよ)を示す.横軸は時間であり,荷重 xLは第 i番目のサンプル関数を

示す.サンプル関数とは,確率的に支配された同一環境下の無数の波形集合 (アンサンブル)を

構成する個々の要素のことである.

t-tiとt-tJにおける不規則確率過程x(t,)とx(f,)との積の期待値を自己相関関数とよぶ.これは

x(i,･)とx(fJ)の同時確率密度関数j(x,,x,)を用いて次のように表せる･

COcO

E lx(tl,x(t,肝玉嘉 差xk(tt,x k (tj,- ∫ J xEXjf (x,,x,,dxidxj (1･1,--cO-O3

ここで,El]は期待値演算子である･ti,I,を固定したので式(1.1)で計算される値は定数となるが,

ti,tJを変化させれば,この自己相関関数はtltI,の関数となる･この自己相関関数はx(t)の統計的
性質をいっそう明瞭にしてくれる･すなわち,自己相関関数の値によって 2点間 J.とtjにおける

x(t)の相関性の度合を推定できるのである･もしt,-fJならば,自己相関関数は二乗平均値Elx2(i,)]

となる.平均値 (期待値),二乗平均値,自己相関関数によって不規則確率過程x(i)の母集団とし

ての統計的な基本的特性をある程度まで明らかにすることができる.

1.6.2 定常確率過程

不規則過程x(t)の時間t,における確率密度関数j(x,)が時間吊こ対して独立,すなわち時Fpn,を移

しても不変であり,かつ同時確率密度関数j(x,,x,)が時間差 (,-tIだけの関数であるとき,不規則確

率過程x(t)は ｢狭義の定常確率過程｣または ｢強定常過程｣という.これは,例えば,測定する実

験データの統計的性質が,現在でも任意の時間後でも変わらないことを意味する.この場合,1,2

次のモーメント関数である平均値 E[x(t,)]は定数,自己相関関数Elx(i,)x(t,)]は時間差T,-t,のみの関数

となりt,,t,に対しては独立となるから,定常確率過程x(t)の自己相関関数は時間差T-frt,を用いて

R(I)-Elx(tJ)x(t,)]-Elx(t)x(t+I)] (1･2)

と表される.一方,平均値と相関関数が時間移動のもとで不変な確率過程を ｢広義の定常確率過

程｣または ｢弱定常過程｣とよぶ.一般に強定常過程であれば弱定常過程であるが,逆は必ずし

も成立しない.ただし,Gauss過程だけは例外で,この場合,弱定常過程 -強定常過程となる.

式(1.2)においてT-0とすればR(0)-E[x2(i)],すなわち二乗平均値に等しくなる.さらに,もし

Elx(t)]-0ならば,R(0)-3x2,すなわち分散値に等しくなる･厳密には工学分野における物理現

象には必ず現象の始めと終わりがあり,定常確率過程とはいえないのではあるが,一般に不規則

-8-



第 1章 序 論

確率過程の継続時間が非定常性を表す時間の始めと終わりに比べて十分に長い場合には,定常薙

率過程として扱って十分である.

Fig.1･3Theensembleofarandomprocessx(i)(70)

1.6.3 確率場

確率過程は時間をパラメータとする確率変数であるが,空間座標をパラメータとする確率変数

を確率場という.空間座標には2,3次元の場合があるが,場合によっては時空間上の確率場も取

り扱われる.確率場は,画像処理 ･物理学などによく登場する不規則関数のモデルである.確率

場の定義 ･性質などの定式化は,定常確率過程の場合を拡張して行われるが,空間次元は時間の

次元よりも大きいために,異なる様相や新しい問題も多く現れる.

確率過程の場合には,定常性,すなわち時間軸に沿う統計的な一様性の概念があった.このよ

うな確率過程の定常性に対応して,確率場の統計的性質が空間内の平行移動に関して変化しなけ

れば,確率場は ｢一様｣であるという.また,統計的性質が回転に関して不変ならば ｢等方｣,移

動と回転の双方について不変ならば ｢一様等方｣であるという.
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1.7 本論文で用いる主な記号

α:

Ba,Bb,Bt:

Bl,B2,B3:

b:

bo,bl,b2,･･･:

Cl:

QiS
ii

g

内半径

ビオ-数

相関パラメータ

外半径

仮想界面座標 (無限平板)

相関パラメータ

比熱

板厚

ヤング率

期待値

確定的な熱伝達率

m次の第一種変形ベッセル関数

∽次の第一種ベッセル関数

虚数

∽次の第二種変形ベ ッセル関数

vbdickaの手法による温度解の第二項に現れる空間座標の関数

組成変化パラメータ

分割層数

自己相関関数

半径方向座標

ro,rl,r2,… : 仮想界面座標 (円板)

∫: スペクトル密度

Sl二]: 標準偏差

S: 相関距離

T: 温度

To: 初期温度

Ta,Tb,Tl,Tu: 円板の周囲媒体温度

∫: 時間

U: 半径方向変位

V･. 変動係数

x: vodickaの手法による温度解の第一項に現れる空間座標の関数 (固有関数)

x: 直交座標

㌔(): ∽次の第二種ベッセル関数

γ: 直交座標,板厚変化パラメータ
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＼Lr

ガ
毎

t<

◎

画

L;

γ

E･
に

允

.jI
t=

欧

銃

グ
〆

tS
lb

ti

k
S

d

耽

･ij,
即
¢

直交座標

線膨張係数

確定的な熱伝達率

ランダムな熱伝達率

クロネッカー ･デルタ

デルタ関数

Vbdickaの手法による温度解の第一項に現れる時間の関数

周囲媒体温度 )

Vodickaの手法による温度解の第二項に現れる時間の関数

固有値

ランダムな熱伝達率

熱拡散率

熱伝導率

相関時間

ポアソン比

無次元温度

周方向座標

密度

相関係数

応力

無次元応力

フー リエ数,時間間隔

確率変数

角周波数

空間角周波数

無次元半径座標

周囲媒体温度

無次元板厚座標
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第2章 熱的境界条件に確率過程が含まれる場合

2.1 緒 言

最近,高温機器や耐熱構造物の信頼性 ･安全性が設計段階で重要視されるにつれ,従来のよう

な決定論的熱応力解析だけでは十分とは言えなくなってきており,構造体そのものに含まれる不

確かさや周囲媒体温度のような熱的環境に含まれる不確かさを考慮した解析が必要となってきて

いる.一般に高温機器において,それを構成する各要素の熱的環境や機械的負荷を正確に予測す

ることは非常に困難であり,設計上かなりの不確定要因が存在する(1).例えば,高速増殖炉の炉

心上部機構におけるランダムな高サイクル温度変動(72)やガスタービン静翼まわりの熱伝達率のゆ

らぎ(58)などが挙げられる.このように不確定要因が熱的環境に内在する場合,物体内の温度や熱

応力は確率論的に評価されるべきものである.

温度場や熱応力に関する既往の確率論的研究は1･2節にまとめられている.ここでは特に,熱

的境界条件がランダムな場合を取り扱った研究に注目すると,Samuels(4)は確率論手法を用いた熱

伝導解析の先駆け的研究として,表面温度がランダム変動する平板と球の温度場を解析した.ま

た,Hung(12)は根元温度がランダム変動する矩形フィンの熱伝導解析を行った.Heller(13)はランダ

ム加熱される無限平板の温度の周波数応答関数を求め,それを基に温度の標準偏差を評価した.

一方,ランダム加熱される物体の熱応力に関する研究は,Parkus(5)による半無限体を対象とした解

析に始まり,その後,Heller(20)がコンクリー ト柱を心材にもつ鋼管の表面温度が狭帯域確率過程で

表される問題を解析した.Miller(24)は温度変動が狭帯域定常過程であると想定した上で,温度スペ

クトルから応答関数を通じて応力拡大係数のパワースペクトルを導き,統計的解析手法を用いて

熱疲労による平均き裂長の時間変化を算出している.さらに,天田(17)は平板,球,円柱の表面温

度がランダム変動している場合について,温度と熱応力の確率論的解析を行った.

一方,不均質体に関しては,表面温度がランダム変動する不均質平板(26)と不均質円板(27)の確率

論的熱応力問題が菅野らによって解析されている.彼らは,物体内の熱的性質が一方向に特定の

変化を示すものと仮定して,温度と熱応力の統計量に対する解析解を導いている.しかし,一般

的なFGMに適用できるような,任意の熱的不均質性を有する不均質体に対する解析解は報告され

ていない.FGMの材料設計は,そのFGMの使用環境に応じて所要の機能を最大限に発揮できる

よう,構成材料の体積分率 (っまりFGMの不均質性)を決定することを目的としているため,

FGMの設計に供するための解析解は ｢任意の不均質性をもつ不均質体｣に対するものでなければ

ならない.

そこで本章(73)では,板厚方向-の熱的 ･機械的不均質性が任意である傾斜機能無限平板が,ラ

ンダム変動する温度をもつ周囲媒体から対流加熱を受ける場合の確率論的熱応力問題を取扱い,

同問題に対する解析解を導いた.ただし,周囲媒体の温度は定常確率過程で表されるものと仮定

している.非定常温度場は,FGM平板を区分的に線形の不均質性をもった多層の不均質層で近似

12



第2章 熱的境界条件に確率過程が含まれる場合

(74)することにより解析した.また熱応力場は,板厚方向にのみ温度変化がある不均質無限平板に

対する厳密解(75)により解析した.そして;これらの結果を基に,温度と熱応力の変動性を特徴づ

ける統計量として,それぞれの自己相関関数とスペクトル密度を陽に導出した･さらに,周囲媒

体温度がホワイ トノイズと定常マルコフ過程で表現される場合について数値計算を行い,傾斜組

成と温度 ･熱応力の統計量との関係を考察した･

2.2 解 析

2,2.1 温度場
図2･1aに示すように,熱伝導率A,比熱 Cおよび密度pが厚さ方向 (Z軸方向)に任意に変化す

る厚さdの傾斜機能無限平板を考える.図のZ軸方向にのみ温度が変化するならば,このFGM平

板の非定常熱伝導問題に対する支配方程式は次式で表される.

芝ト(Z,=]-p(Z,C(I,慧 (2･1)

ここで,Tは温度,tは時間を意味する.A,p,CのZ軸方向-の任意変化に対して,(2.1)を厳密に

解くことは非常に困難である.そこで,FGM平板を厚さ方向にn層に分割し,各層における熱伝

導率を線形近似する.こうすることで,菅野らが開発した区分的線形不均質近似法(74)を用いて温

度の近似解析解を得ることができる.この手法は,不均質体の熱伝導解析に一般に用いられる多

層均質層近似(76~78)と異なり,各層間の仮想界面における熱伝導率に不連続性がなく,また,より

少ない層分割数で精度良い解析ができるという特長を有する.図2･laの第 才層に注目すれば,線

形近似された熱伝導率は2点pL･_1(b,_1,A卜1),PL(bI,AE)を通過する直線として次式で与えられる.

A,(Z)-A:Z-A,･'bl_I+A,_., A,'=
At･-A,_.

bl-b,_I
btll≦Z≦b, (2.2)

ただし,A,はZ-b,kおける熱伝導率である.

また,原点において1が0となるような局所座標zJを各層に導入する.この時,全体座標系せ,1)

と局所座標系(zL･,1)は次式で関係づけられる.

Z-I.･･Z,I, Z:-b,-.-% (2･3)

ただし,Z,'は第i層に対する局所座標系の原点の座標である.また,Aト1-At･の場合,つまり熱伝
導率が層内で一定値の場合は,上記のように定義した局所座標系は使えないことに注意すべきで

ある*.

書例えば二つの均質層間にFGMが中間層として挿入されている平板を考えた場合,この積層平板の非定常熱伝導

解析を本手法で行うことは厳密には不可能である.しかし,本来一定値である均質層内の熱伝導率を非常に小さ

な勾配を有する直線で近似(79)することで,近似的には解析可能である.
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第2章 熱的境界条件に確率過程が含まれる場合

FGM平板の初期温度は一様に0であるとし,平板表面と接する周囲媒体の温度吠t),〆t)が,t>O

で図2･lbに示すようにランダム変動するものと仮定する.これらの周囲媒体により平板は熱伝達

率h.,hbで対流加熱される.密度と比熱は各層で相異なる一定値であるとすれば,このFGM無限

平板に対する熱伝導方程武 初期条件式,境界条件式,温度と熱量の連続条件式は,式(2.3)で表

される局所座標系を用いて以下のように表される1

A:i lz,% )-ptcL% , i-1,2,･･･,n

I;=0, i-1,2,...,n, t=O

Ao苦一一htlT- ,]-0, zl-boIZl'

Am署+棉 -V(i,]-0, zn-bn-Zニ
(2.7)

･E- TL･1, aaz:I aaz:I.･.1, zE-b,･-Z,,,Z,･1-b,-Z:･1 (2･8,

ただし,局所座標表示の第 i層の熱伝導率は式(2.9)で表される.

11(Z,)-1E'Z, (2.9)

ラプラス変換と畳み込みの定理を式(2.4)と式(2.6)～(2.8)に適用すれば,第 i層の温度関数T,(I,i)

が全体座標系を用いて次式のように得られる.

･Z,t,i2lfv(t-q,ipvL(Z,exp(-rIZq,dq+頼t-q,葺pQl(Z,exp(-yl2q,dq] '2･10'
ただし

bi-1≦Z≦ bi (2.ll)

式(2.ll)において,7CLはII'/(P,Ci)で定義される熱拡散率であり,Jo(･),Yo(･)はそれぞれ0次の第一種,

第二種ベッセル関数である.固有値71(l-1,2,…)は,式(2.12)の超越方程式を満足する第1番目の

ー15-
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正根である.

detF-LFt-0

ここで,Fは次式で定義される2nX2nの行列である.

el,1 el,2 ･･, el,2n-1 el,2

(2.12)

(2.13)

e2n,2n

A〝γ
jhJKn(bn-Zニ)

e2k,2kl.-Jo

e2k,2k.I--Jo

e2k+I,2k+1-
JKk..(bk-ZLj

e2k,2k- -Yo

e,k.2k.2-Yo

e2k+1,2k-

e2k+1,2k+2

-16-
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第2章 熱的境界条件に確率過程が含まれる場合

行列Fの上記の要素以外はすべて0である･また,行列AL,B,はそれぞれ,行列Fの第(2i-1)列め

と第(2i)列め (ただし,i-1,2,-,n)を式(2･15)の列ベクトルdに置き換えることで得られる･一

九 dの代わりに式(2･16)のd*を用いて置き換えを行えば,それぞれ行列C/,D′が得られる･

td-(0,0,…,0,1)

td*-(1,0,…,0,0)

ここで,上添え字のtは転置行列記号である.

式(2.10)で与えられる温度関数 T,は,時間的にランダム変動する温度炎t),V(i)を含んでいるため,

決定論的に評価するのは不可能であり,したがって統計的な評価が必要となる.そこで,γの自

己相関関数とスペクトル密度を求め統計的評価を行う.期待値演算子をEl･],任意の時間間隔をT

とすれば,T,の自己相関関数R,,は次式で表される･

RT(Z,i,t+I)-ElI;(Z,t)･7;(Z,t･r)] (2.17)

Kt),〆t)をElQ]-Elv]-0である定常確率過程虫と仮定すれば,式(2･17)に式(2110)を代入して,R,,を

式(2.18)のように得る.なお,ElQ]≠0ならば,武t)一 武t)-ElQ]とおけば平均値Oの場合に帰着す

るから,ElQ]=0の仮定は本解析の一般性を失わせない.このことは,V(t)に対しても同様である.

RJz,I,-4[妄妄pvl(I,p-(Z,I.7.qw Ip-q,exp(-y/2p-riq,dpdq

･皇皇pvyl(Z)pQm(Z)I.7.nRvQ(IIp-q)exp(-yI2p-,Zq)dpdql=1ll(=[

･皇皇pQl(Z)Pvm(Z)I.lowRQv(IIp-q)exp(-y/2p-,Zq)dpdqJ=1J〟=1

･暮妄pQI(Z,PQm(Z,IOU.gRQ(T･p-q,exp(-yI2p-yZq,dpdq] (2･18,
ここで,RめRvEまそれぞれ周囲媒体温度炎t),V(t)の自己相関関数を表し,R吻RQvはKt)とV(i)との相

互相関関数を意味する.また,Tは任意の時間間隔である.これらの相関関数が与えられると,

式(2.18)よりTLの自己相関関数を計算できる.

次に,温度のスペクトル密度S不を求める･これは,次式に示す wiener-Khintchineの関係式(71)

より得ることができる.

厳密には弱定常過程 (広義の定常過程)である.この場合,平均と分散は時間に依存せず一定で,自己相関関数

は時間差のみの関数となる.一般に,時間移動のもとで確率分布が変わらない確率過程 (強定常過程)と区別さ

れる.ただし,平均値と相関関数のみで確率分布が決まるGauss過程の場合は,弱定常過程-強定常過程である.

-17-
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sT(Z,0,-左手RT(Z,I,exp(-jE27,dT.･.め (2.19)

ここで,jは虚数,Oは正負軸上で定義された角周波数である･式(2･18)を式(2･19)に代入すれば,S石

は次式のように得られる.

sT-(Z,0,-4鹿 pv/(Z,p-(Z,I.U.dsv(｡expli(yl2IjO,p-(rZIjO,q,dpdq

･皇皇pv/(Z)pJz)I.7.wsv4(E3)expト (r12-jE2)p-(Y三･jE2)q]dpdqI=1m=l
･皇皇pQl(Z)Pvm(I)IoUonsQv(E2)expl-(yl2-jO)p-(y;IjE2)q]dpdqJ=lJ乃=1
･妄妄pu(Z,pQm(Z,I.7.WSQ(0,expl-(yl2-jO,p-(rZ･jO,q,dpdqI (2･20)

以上より,温度のスペクトル密度項 j:,周囲媒体温度〆t),V(t)のスペクトル密度,およびKt)とV(t)

との相互スペクトル密度で表すことができる.

2.2.2 熱応力場

式(2.10)で与えられる温度場による傾斜機能無限平板の熱応力を統計的に評価する.図211aのZ

軸方向に平面応力状態であり,x-y面内のせん断変形がないと仮定する.板厚方向にのみ温度変化

がある不均質平板の熱応力式は,面内･面外変形ともに自由とした境界条件下において,Sugano(75)

によって厳密に得られている.式(2.21),(2.22)に示すこの厳密解は,板厚方向-のヤング率E,線

膨張係数α,ポアソン比Vの任意の不均質性に対して有効である.

g∬ -C'" -cT(I,i)
E(Z)

1lV(Z)
-a(Z)T(Z,t)+

(12Z-I,)zFl+(I,-I.Z)IF2
I22-zlI3

･･- I.d器 ゎ , I2-I.d器 ゎ , I3-I.d莞 血,

･F.-I.a
E(Z)a(Z)T(Z,t)

1-V(Z) dz, IF,-I.a
zE(Z)a(Z)T(2,t)

1-V(I)

､(2,21)

dz (2.22)

ここで,

温度T,のランダム性に起因して熱応力cTも時間的にランダム変動するため,Oの統計量として自

己相関関数およびスペクトル密度を求める.自己相関関数Ro.Sま式(2.17)と同様に,

RU(Z,t,i+I)-ElJ(Z,i)･C,(I,t+I)]

-18-
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で与えられる.この式に式(2.10),(2.21)を代入すれば,Rc,を次式のように得る.

Ru(I,I,-[器 ]2旺α2(Z,4 ,(Z,I,一茂 ((I2ZII3,

･lv;m/(Z,I)IV/m(Z,I)]･(I2-I.Z)lv2m/(I,I)IV,lm(I,I)]i

+
(I22-III,)2

((I2Z-I,)2W.(I)I(I2-Ill)2W22(I)･(I2Z-I,)

･(I2II.Z)lw21(I)IW;2(I)]H

ここで,

v-I(Z,I,-4鹿I/-Pvl(Z,冊 (I+p-q,exp(-Y12p-yZq,dpdq
･皇皇Ii≠mPvl(Z)I.logRvQ(H P-q)exp(-YI2p-,孟q)dpdql=Lm=1

･皇皇I,"Pu(I)lodI.wRQv(I･p-q)exp(-rl2p-,Zq)dpdq/=1J〃=1

･暮妄I,QmPQI(Z,lou.wRQ(IIp-q,exp(-yl2p1" dpdq],

(2.24)

i-1,2 (2.25)

wu-(I,-4[暮妄ILVlIjvmI.Uow騨 ･p-q,exp(-Y/2p-Y,2"q,dpdq
･皇皇Ilv/I,QmI.7.aA"4(IIp-q)exp(-yl2p-,Zq)dpdqJ=l/〝=l

･皇皇I,Q/IjJoU.qRQv(IIp-q)exp(-Y,2p-,lq)dpdq/=1m=L

･妄妄I,QlIJJ.7.WRQ(T･p-q,exp(-Yl2p-yZq,dpdq],i,j-1,2 (2126,
I,Ql-tod

zl-1E(Z)a(Z)
1-V(Z) pu(I)dz, I,V/-I.d

I(-)E(Z)a(Z)

1-V(Z)
Pv,(Z)dz, i-1,2 (2･27)

Vtlm(Z,I)(i-1,2)は,式(2･25)の各項において,I,,mPkl(Z)をI,kJP,M,(Z)で置き換えることによって得ら

れる･以上より,熱応力の自己相関関数鋸 ま,周囲媒体温度の4つの相関関数RQ,Rv,R如 RvQに

依存していることがわかる.
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一方,熱応力のスペクトル密度so･は,次式に式(2.24)を代入することにより得られる･

sJ(Z,0,-去fRq(I,I)exp(-jot,dT一一(X】 (2.28)

2.3 数値計算結果と考察

数値計算の一例として,FGM平板のZ-0の面と接する周囲媒体の温度舛t)が決定論的に0で与

えられ,I-dの面と接する周囲媒体の温度V(t)がホワイ トノイズと定常マルコフ過程でモデル化

される場合を計算する.この場合,相関関数RbRQv,RvQは0となり,Rvは次式で与えられる(71)･

ホワイ トノイズ :A,(I)=Ts28(I) (2･29)

定常-ル-フ過栓 :研 ,-Ts2exp(-㌢)W,0) (2･30,

ここで,8(･)はDiracのDelta関数,pは相関時間,Tsは温度の次元をもつ定数である.ホワイ トノ

イズと定常マルコフ過程はどちらも実世界のノイズを表す代表的なモデルであり,その数学的取

扱いの容易さから,定常過程の理論 ･応用においてよく用いられている.付録Aの図A･1に両モ

デルに対する相関関数とスペクトル密度を示す･ホワイ トノイズは相関時間がOであり,分散Rv(0)

が発散するような相関関数を表す.また,そのスペクトル密度は周波数によらず一定である.一

方,定常マルコフ過程は高周波成分より低周波成分を比較的多く含む確率過程である.相関時間〟

を小さくとれば低周波域でのスペクトル強度が低くなり,そのぶん高周波域での強度が高くなる.

式(2.1)が線形であるため,確率過程V(i)が正規分布に従うならば,温度 T(Z,i)も正規分布に従う確

率過程となる.

FGMの構成材料として,部分安定化ジルコニア(PSZ)とオーステナイ ト系ステンレス鋼(sUs304)

を採用する.板厚方向-のPSZの体積分率分布fpsz(Z)は,無次元座標((-Z/4)のべキ乗関数形とし,

セラミックの配合率が高い組成(ceramic-rich)と逆に低い組成(ceramic-poor)に分けてそれぞれ式

(2.31a)と式(2.31b)で定義した (図2･2を参照せよ).

Ceram ic-rich:f,sz(I)-1-(1-I)"R

Ceram ic-poor:jTpsz(Z)-("p

ここで,NR,Npは組成変化パラメータである.NR-Np-1の場合は,式(2.31a),(2.31b)とも線形組

成分布を示す.図2･2中の ｢GA｣とは,境界温度が決定論的に与えられたFGM平板内の引張熱

応力を最小化するように,遺伝的アルゴリズムを用いて組成分布を最適化した結果として得られ

た傾斜組成分布(80)である.
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表2･1にPSZとSUS304の材料特性を示す(74).各組成分布に対するFGM の材料特性は,密度と

比熱については線形複合則より算出し,またポアソン比は,一般にFGMの構成材料間で値に大き

張係数の評価には,母層中に球状粒子が分散しているという仮定の下で Mori-Tanakaの理論(81)を

用い,また,中間層においてはこれにファジィ推論を併用して算出した(82).この算出方法の詳細

については付録 Bを参照のこと.

Table2LI MaterialpropertiesofPSZandSUS304

llW/(m･K)] ElGPa] α[K~1] plkg/m3] clkJ/(kg･K)]
psz I.67 211 2.93×10-6 5,730 0.467

sUs304 15.97 193 14.87×10-6 7,930 0.361

さらに解析の一般性を考慮して,次式の無次元量を導入する.

Fo譜 ,Foe-貰 ,Bt雫 ,Bb譜 ,fI-告 ,㊥1-i,

6--荒 苦 ,白-壁 ,Rot-EloE(I ,Fo,･㊥i(I,Fo･Fo',],Ko
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Ru--Elc,-(E,Fo)･庁((,FoIFo*)]

ここで,Kb-Ao/(仲Co)であり,下添え字OはSUS304の物性値を意味する.

また,数値計算諸元として次の値を採用した.

Bt-∞, Bb=0.1,1,co, p=0.1.,I,10, n-6

(2.32)

(2.33)

本計算に用いる式(2.18),(2.20),(2.25),(2.26)の二重無限級数の項数を決定するため,その項数が計

算結果に及ぼす影響について調べた.一例として,V(i)がマルコフ過程で与えられ,Bb-1,FL-1,NR

=3とした場合の無次元温度の二乗平均 (2.3.1節を参照)の収束挙動を表2･2に示す.最も収束が

遅いのは6-1での値であり,項数を200×200にとったとしても有効数字はわずか2桁である.し

かし,I-1以外の位置では4桁の有効数字が得られている.また,これと同様の収束挙動が熱応

力の二乗平均でも確認された.そこで本計算では,計算精度と計算時間との兼ね合いから,項数

を300×300として以下の計算を行った.

Table2･2 Relationshipbetweentheconvergenceofthemeansquarevaluesoftemperatureandthe

numberoftems,forBb=1,FL=1andNR-3(ceramic-richcomposition)

Numberoftems

30×30 50×50 100×100 200×200 300×300

2
4
′0
00
0

0
0
0
0
1
/

1.3614･10~2 1.3698･10~2 1.3660･10~2 1.3657･10-2 1.3658･10~2
7.5025･10-2 7.5093･10-2 7.5238･10-2 7.5199･10-2 7.5197･10-2
0.23338 0.23511 0.23467 0.23476 0.23479
0.52805 0.55639 0.57824 0.58936 0.59309

2.3.1 周囲媒体温度がホワイ トノイズの場合

式(2.29)で与えられる周囲媒体温度は種々の周波数成分を持っており,このような場合において

周囲媒体の外乱がどれだけ物体内部へ影響するかという問題が最も注目される.このため,ここ

では主に温度と熱応力の二乗平均に焦点を当てて考察する.温度と熱応力の二乗平均は,式(2.18)

と式(2.24)で与えられるそれぞれの自己相関関数においてT-0とおくことで得られる.本解析では,

温度,熱応力とも時間に対するランダム変動の平均が oとなるため,それらの二乗平均は分散と

等しいことになる.

図2･3と図2･4はそれぞれ,Bb-CO,すなわち境界上の温度がランダム変動する場合に,温度と

熱応力の二乗平均が傾斜組成の違いによってどのような影響を受けるのかを示したものである.

図2･3より,Ceramic-poor(Np-3)組成の場合,ほかの傾斜組成に比べて温度変動が大きい.これ

は,セラミックの配合比を小さくすれば熱伝導率が高くなり,境界温度変動の影響が内部まで容

易に伝わるからである.しかし,逆にCeramiC-rich(NR-3)組成のようにセラミックの体積分率が

高いと,セラミックのもつ高い遮熱効果のために低温側での温度変動は小さくなるが,その一方
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でセラミックの体積分率が高い場所では熱流が滞ってしまい,線形傾斜組成に比べて加熱面側で

温度変動が大きくなっている.

一方,熱応力の挙動についてみると,図2･4から明らかなように,Ceramic-rich組成の場合に板

厚全域にわたって変動が最も抑制されるという,温度場とは異なる結果が得られた.この理由は,

セラミックの配合比を大きくすると,物性値の中で熱応力-の影響度が最も大きい線膨張係数が

小さくなり,結果的に温度の変動が熱応力の変動Eこ影響しにくく (変換されにくく)なるからだ

と考えられる.また,決定論的には最適な組成分布であるGA組成は,加熱側での組成が線形傾

斜組成と非常に似ているため,両者の二乗平均はほぼ同じ分布を示している.したがって,GA

組成は決定論的熱応力の緩和という観点からは最適な組成分布であっても,熱応力変動の抑制と

いう観点からは Ceramic-rich組成に劣っており,確率論的には最適な組成分布とは言えない.ま

た,単調変化している温度の二乗平均分布とは異なり,熱応力の二乗平均分布に極小点が存在し

ていることは注目に値する.0≦(≦0.3の範囲では板の曲げの影響が現れているものと思われる.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

g

Fig.213 Meansquaredistributionoftemperatureforv(t)ofwhitenoise
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Fig.214 Meansquaredistributionofthermalstressforv(i)ofwhitenoise

図 2･5は,無次元板厚座標値をパラメータとして温度のスペクトル密度を示したものである.

ホワイ トノイズは ｢スペクトル密度が周波数によらず一定｣であることが特徴であるため,加熱

面上でスペクトル密度は一定値 1/(27℃)を保っている.そして,加熱面から遠ざかるにつれ,スペ

クトル密度は低下していくが,特に加熱面近傍では,高周波領域にあるスペクトル密度の急激な

低下がみられる.したがって,図2･3,図2･4で見られる加熱面近傍での二乗平均値の著しい変化

は高周波成分の影響である.

図2･6と図2･7は,前述の境界温度がランダム変動する場合とは異なり,周囲媒体温度がホワイ

トノイズで与えられ,FGM 平板がその媒体からビオ-数 βbで対流加熱される場合の計算結果で

ある.これらの図はそれぞれ,温度と熱応力の振動特性に及ぼす βbの影響を示している.両図よ

り,温度 ･熱応力ともβbの増加につれて二乗平均も増加することがわかる,また,対流加熱の場

合でもEが 1に近づくにつれて二乗平均に発散がみられる.しかし実現象としては,周囲媒体温

度が同じ振幅であっても,高周波ゆらぎは構造に伝わりにくい性質を持っている(83)ため,図 2･6,

図2･7のように加熱面で二乗平均が発散することは現実にはない.

-24-



第2章 熱的境界条件に確率過程が含まれる場合

5

1

5

o
･
1

0
.

〇
･
O

.①
I
O

C]SdS
Sa
一u

O!Sua
Lu
!Q

l l lLinearcomposition l l
{=1.0

Bb=∞ {=0.960.9

ー30 -20 -10 0 10 20 30

E2

Fig.2･5 Powerspectrumdensitiesoftemperatureforv(t)ofwhitenoise
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Fig･2･6 MeansquaredistributionoftemperatureinanFGMplateconvectivelyheatedbyamedium

withwhite-noisetemperaturenuctuation
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Fig.2･7 MeansquaredistributionofthemalstressinanFGMplateconvectivelyheatedbyamedium

withwhite-noisetemperaturenuctuation

2.3.2 周囲媒体温度が定常マルコフ過程の場合

図2･8と図2･9はそれぞれ,境界温度が定常マルコフ過程で与えられた場合の,温度と熱応力の

二乗平均分布である.図2･3と図2･8との比較より,温度の二乗平均分布におけるCeramiC-rich組

成とceramic-poor組成との大小関係は,V(i)がホワイ トノイズで与えられた場合と定常マルコフ過

程の場合とで異なることがわかる.これは,定常マルコフ過程のスペクトル密度はホワイ トノイ

ズのそれと比べ,全周波数成分に占める低周波成分の割合が大きい (図 A･1を参照せよ)ことに

起因している.境界温度が定常マルコフ過程の場合,一般に物体内部-伝わりやすい低周波成分

が支配的であるため,熱伝導性に優れるCeramic-poor組成の場合,境界温度変動の影響が加熱部

近傍に滞ることなく高温部から平板内部-伝わる.したがって,高温部での変動は線形傾斜組成

の場合に比べて小さく,逆に低温部では大きくなる.一方 ceramic-rich組成の場合,その高い遮

熱性に起因して,セラミックの配合割合が高い領域 (0.6<(<1)で低温部-の低周波成分の伝播

が遮られ,結果として,同領域での二乗平均が4種類の傾斜組成分布の中で最も大きい.

図2･9の熱応力についてみると,ceramic-poor組成は他の3つの組成分布と比べ,加熱面におい

て二乗平均値が約 3倍という大きな値を示している.加熱面での二乗平均値が最も小さいのは

Ceramic-rich組成の場合で,その値は約 0.012である.また,GA組成の場合は約 0.015である.

したがって,決定論的熱応力を最小化するGA組成は,熱応力変動の抑制という観点において,

やはり最適な傾斜組成分布であるとはいえない.
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Fig.218 Meansquaredistributionoftemperatureforv(t)ofastationaryMarkovprocess
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Fig.2･9 Meansquaredistributionofthermalstressforv(t)ofastationaryMarkovprocess
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図2･10と図2･11はそれぞれ,ランダム変動する周囲媒体温度の周波数特性によって温度と熱応

力の二乗平均がどのような影響を受けるかを示したものである･温度の二乗平均は,組成分布の

種類に関わらず〟を大きくすれば増加している･つまり,周囲媒体温度の全周波数成分に占める低

周波成分の割合が大きくなれば,温度の振動振幅は大きくなる.一方,熱応力の二乗平均に及ぼ

す〟の影響は組成分布の種類によって異なっている･ceramic-poor組成では温度場と同様に,〟の

増加とともに熱応力の二乗平均も上昇している･しかし,翻ってCeramic十rich組成では,〟が大き

くなるにつれて熱応力の二乗平均が低下している.図示していないが,Linear組成の場合もこれ

と同様の傾向を示した.この理由は次のとおりである :一般に,熱負荷に含まれる低周波成分が

多くなると,物体内の温度の振幅は大きくなる.しかしながら,その一方で,熱伝導により物体

内の均熱化が促進されるため,均質体の場合,熱負荷の低周波成分は熱応力に変換されにくい性

質を有している(83).したがって,加熱面近傍はセラミックの均質体とみなせるCeramic-rich組成

(図2･2)では,〟が大きい,すなわち低周波成分が多くなると,熱応力の二乗平均は減少する.

一方,ceramic-poor組成では,加熱面近傍で組成が大きく変化している.この場合,低周波成分

により物体内の均熱化が促進されたとしても,加熱面近傍で線膨張係数の変化が著しいために,

同額域で大きな熱応力を生じる.この熱応力は温度が高いほど大きくなるため,物体内の温度振

幅が大きくなる (〟が大なる)場合に,熱応力の二乗平均は大きくなる.

0 0.2 0.4 80
.

60
.

Fig.2･10 MeansquaredistributionoftemperatureinaconvectivelyheatedFGMplate

forv(t)ofastationaryMarkovprocess
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2,4 結 言

任意の不均質性を有するFGM平板が,ランダム変動する温度をもつ周囲媒体から対流加熱を受

ける場合の確率論的熱伝導 ･熱応力解析を行った.非定常温度場は区分的線形不均質法とラプラ

ス変換により解析し,熱応力場は板厚方向にのみ温度変化を有する不均質無限平板に対する厳密

解により解析した.さらに,周囲媒体温度が定常確率過程でモデル化できるという仮定の下で,

温度と熱応力に対する自己相関関数とスペクトル密度を陽に導出した.また,pszとSUS304か

らなるFGM平板が,ホワイ トノイズと定常マルコフ過程で表現される周囲媒体温度によりランダ

ム加熱される場合について数値計算を行い,傾斜組成と温度 ･熱応力の統計量との関係を考察し

た.得られた知見を以下にまとめる.

1.決定論的熱応力解析に基づいて最適化された組成分布は,ランダム加熱を受けるFGM平板の

熱応力変動の抑制という観点から,その変動の大きさと変動領域の広さからみて最適な組成

分布とはいえない.

2.温度変動に及ぼす傾斜組成の影響は,ランダム変動する熱負荷の周波数スペクトル特性によっ

て異なる.

3.熱負荷の周波数スペクトル特性が①ホワイ トノイズ②定常マルコフ過程のいずれの場合にお

いても,傾斜組成をセラミックリッチな組成とすることで板厚全域にわたって熱応力変動を

効果的に抑制できる.
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4.FGMの組成分布の種類によらず,熱負荷に含まれる低周波成分の割合が高くなるほど,温度

変動は大きくなる.しかし,熱負荷の周波数スペクトル特性が熱応力変動に及ぼす影響は,

組成分布の種類によって変化する.

本研究で導出した熱応力の自己相関関数 (二乗平均)とスペクトル密度は,ランダム変動する

熱負荷を受けるFGM平板の熱疲労を考える際,その寿命予測に必要な熱応力振幅とサイクル周波

数の統計データとして供することができる.
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3.1 緒 言

一般に決定論的に取り扱われている熱応力問題至も,厳密に考えると何らかのランダム因子を

包含している.例えば,材料の熱的 ･機械的性質,境界条件,初期条件,内部熱発生,物体の形

状などにランダム因子の存在が考えられる.

実際の使用環境下にある構造体では,その初期温度がランダムな場合が少なくない.ここで熱

応力緩和を目的としてFGM の使用が予想される環境を考えると,たとえば,スペースシャトルや

スペースプレーンなどの宇宙往還機が大気圏に再突入する時,機体の初期温度分布(84)は常に不確

定性を有している.また,ガスタービンに代表される高温機器の運転再開時における温度分布峠,

運転停止からの経過時間や作動流体などの周囲媒体との熱伝達のため,設計上の不確定要因(1)に

なっている.このような初期温度のランダム性を考慮し,このランダム因子が温度分布,熱応力

分布に及ぼす影響を知るためには,確率論的解析が必要不可欠である.

これまでに報告された,ランダムな初期温度をもつ物体の熱伝導 ･熱応力問題の確率論的研究

は,非常に少ない.Ahmadi(28)は初期温度が確率場である無限平板および半無限体の温度場につい

て検討を行い,時間とともに徐々に温度のランダム性が減衰することを示した.その後,この研

究はGrigorkivら(29)によって非フーリエ熱伝導の立場からも行われている.しかしながら,初期温

度がランダムな場合の熱応力問題まで踏み込んでいる既往の研究はない.もちろん,一般的な

FGM に適用可能な (すなわち,任意の熱的 ･機械的不均質特性をもつ)不均質体に関するこの種

の確率論的研究は,温度場のみに関するものですら全く報告されていない現状である.

そこで本章(85)では,空間的にランダムな初期温度を有する,板厚方向-の熱的 ･機械的不均質

性が任意である傾斜機能平板の熱伝導問題と熱応力問題を確率論の立場から解析し,温度と熱応

力の自己相関関数を陽な形式で導出した.また,初期温度が①ホワイ トノイズ②一様マルコフ確

率場の場合について数値計算を行い,板厚方向-の傾斜組成分布と温度 ･熱応力の統計量 (二乗

平均)との関係を考察した.なお,ランダムな初期温度を有する均質体の熱応力に関しては付録

Cにまとめている.

3.2 温度場の解析

板厚方向にのみ物性値が変化する傾斜機能無限平板を考え,その表面が一様に加熱された場合

の平板の非定常温度場を解析する.板厚方向座標をZ,熱伝導率をん比熱をC,密度をpとすれば,

一次元非定常熱伝導方程式は次式のように表せる.

£ll(Z,;]-p(Z,C(Z,芸
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ただし,Tは温度,tは時間を表す.式(3.1)は変数係数の微分方程式であり,任意に不均質な1,p,C

に対して解けない.そこで,平板を板厚方向- 〃層に仮想的に分割し,連続的な物性値の変化を

各層で相異なる一定値と近似して,Ⅶdickaの手法(86)により解析する*.

図3･1に解析モデルを示す.図3･1aのように,板厚方向 (Z軸方向)に任意の不均質性を持つ厚

さaの無限平板があり,その周囲媒体温度を炎t),V(i),平板表面の熱伝達率をht,hbとする.n層

に分割された平板の各仮想界面における座標値をbL(i-1,2,…,n-1)とする.また,図3･1bのよう

に,平板の初期温度 To(Z)は板厚方向にランダム分布しているものとする.

<｡
<
I

i
J
…

…

<
i

(a) (b)

Fig･3･1(a)AnalyticalmodelforanFGMplateand(b)itsrandominitialtemperature

'熱伝導率の不均質性を各層で線形近似する区分的線形不均質近似法(74)の適用も試みたが,この手法を用いて初期

温度がランダム分布する本間題の温度場を解析することは非常に困難であったため,ここでは採用しない.
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第 i層の温度関数をT,とすると,このFGM平板の非定常熱伝導問題は次のように定式化される･

･,誅 pt･C,% i-.,2,･･･,n (3･2)

7;=T.(Z,227) i-1,2,-,n att-0 (3･3)

接 -htlTj (t)]-0 atz-0 (3･4)

･n誓 ･hlTn-V(i)i-0 atz-d (3･5)

隼 r+1, il雷 -A,･1警 - atz-bt･ i-1,2, -,n-1 (3･6)

ここで,zzTは確率変数を意味するが,式表記の簡単化のために以下ではezTを省略する.温度関数

TL.をVodickaの手法(86)で解析すれば,次式のように導出できる.

co 2
7;(Z,i)-∑◎m(t)X,m(Z)+∑L,,(Z)r,(t)m=l J-I

ただし,L,,(Z),Il,(i)は次式で与えられる･

L,,(I)-C,,Z+D,I

Il.(t)--4(t)

r2(t)-V(i)

(3.7)

また,x,.m(Z)は式(3.2),式(3.4)～(3.6)に対する固有値問題の解であり,次式で与えられる.

x,m(Z,-AIMcos(卦 B,msin(# ) (3･11,

ここで,KLはK,-1I/O,C,)で表される熱拡散率である.固有値rm(m-1,2,.")は未知係数AEm,Bzmがo
以外の解を持つための条件から決定され,次の超越方程式の正根として求められる.

G･E.･E2-E,7_】･a=0

ここで,
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G-Liul-], u,m溝 ,

A,uImcos(u,mb/) -sin(u,mb,)
llu,mSin(ulmb,) cos(u,mbl)

a=
u- cos(un-d,･告sin(unmd,
unmsin(unmd,-2cos(unmd,

coslu(I.1)mb,] sinlu(I..)mb,]

-A,..u(,.I)mSinlu(1.I)mb,] A,.lu(,.I)".COSlu(,.1)mb,]

(3.13)

式(3.8),(3.ll)に含まれる未知係数AEm,B,m,Clj,D,,は式(3.4)～(3.6)より決定できる.また,◎m(t)は次

式で与えられる.

･m(i,-exp(-Y" lg"L-fexp(rziI,享ImJ9P t･] (3･14,

ただし,

gm-Mm-1萎ilb71llTo(Z,一妾LIJ(I,rノ(0,]x,m(I,血,
･mJ-Mm-1妄含Ib71lL･,(Z,Xtm(2,由 , M m-妄!Ib71llx,M(Z,]2由 (3･15)

式(3.14)で表される関数¢m(t)に含まれているgmは,初期条件式を関数x,m(I)で展開した場合の展開

係数であり,式(3.3)のTo(Z)がランダム関数 (確率場)であるため,gmもランダムな値となる.し

たがって,式(3.7)で表される温度関数にはランダム関数が含まれており,統計的評価が必要とな

る.

本問題のように,確率変数のパラメータが空間座標である ｢確率場｣にとって重要な統計量は

自己相関関数とスペクトル密度であることから,温度に関してそれらを求める,期待値演算子を

El･]として,温度T,の自己相関関数和 ま次式のように与えられる･

RT.(zl,Z2,t)-El77(Z.,t)･7;(Z2,i)] (3.16)

ここで,zl,Z2は任意の板厚方向の座標値である･ElTo]-0とすれば,式(317),(3･16)より甲 ま次式

のように導出される.

co亡O cO2

ろ(zl,Z2,t)-∑∑ El◎′(t)◎m(t)]X"(zl)Xlm(Z2)I∑∑El◎′(i)]X"(zl)L,m(Z2)rm(t)
l=1m=1 /=lm=l

2.2.1節でも述べたように,ElTo]≠0ならば,To(Z)- To(Z)-ElTo]とおけば平均値Oの場合に帰着するから,

E[㍍]-0の仮定は本解析の一般性を失わせない･
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co2 22

･∑∑El◎,(i)]X,I(Z2)L,m(Z.)rm(t)+∑∑LII(Z.)Lip(Z,)rl(t)rm(t)(3･17)/=lm=I l=Imjl

ここで,

- (t,o m(i,･-e-(yl2･Y"2･,,(Elglgm,-E lgl,f e rh2･t.li -fmjR P ]dtr-Elgm,feyJ2,.[妄 l,J旦禦 ]d t 一

･ffeyI2fLey"2･52li l,U笠 ] lg ,mk% ]d" 52) ,

El◎′(i,,-exp(-r/2t,lElg/,-fexp(rl2t,,妾l,JgP t･],

Elglgm,-M/-IM;1妄妄語Jb71,Ibb:_.E[GlJ(61,52,･Xll(El,Xjm(f2,d-
Elgl･--M/登Ib71ll妾LIJ(Z,rJ(0,]x,,(I,&,

22
ElGJ,(名,E2)]-RTo(52-51)I∑∑Lt/(i.)Ljk(52)rl(0)Tk(0)/=lk=1 (3.18)

RT.(･)は初期温度 Toの自己相関関数である･これが与えられると,式(3･17),(3･18)より温度の自己

相関関数を求めることができる.

次に,温度TL･のスペクトル密度関数項 もWiener-Khintchineの関係式(71)より次式で与えられる.

sT(2,0,t)-去 J.ART(Z,ZIβ,i)exp(-joe)dβ

ここで,jは虚数を表し,Oは正負軸上で定義された空間角周波数である.

(3.19)

3.3 熱応力場の解析

板厚方向に熱弾性特性の不均質性が任意である不均質平板の熱応力式(75)は,Suganoによって既

に次式のように導出されている.ただし,板厚方向に平面応力状態であり,周囲から何の拘束も

受けない純熱応力問題を考えている.

C㌦ =cT"-J(Z,t)
E(Z)
1-V(I)
-a(I)T(Z,t)+
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･1-Jod荒 む, I2-I.d豊 血, I3-I.d莞 血 ,

･F.-I.d
E(Z)a(Z)T(Z,i)

1-V(Z) dz, IF2-I.d
zE(I)a(I)T(Z,i)

1-γ(～)
dz (3.21)

上式中のEはヤング率,αは線膨張係数, Vはポアソン比である.式(3.20),(3.21)を利用して前述の

温度場による傾斜機能平板の熱応力を統計的に解析する.温度T,のランダム性により,平板の熱

応力も確率場となる.ここでは統計量として応力otD自己相関関数Ro･を求める.Ro.は式(3,16)と同

様に,次式で与えられる.

Rq(zl,Z2,t)-Elc,(zl,t),q(Z2,t)]

この式に式(3.7),(3.20)を代入すれば,Roは次式のようになる.

Ru(zl,Z2,t,-[豊 ][T至急 ]‡α(I,,a(Z2,RT(zl,Z2,i,了 宝

･[(I2Z2-I,)α(zl)V.(zl,t)+(I2-I.Z2)α(zl)V(zl,i))

+(I2Z1-I,)α(Z,)V.(Z2,i)+(I2-I.Z.)α(Z2)V(Z2,i)]

I,)(I2Z2-I,)Woo(i)+(I2Z.-I,)

×(I2-IIZ2)Wol(t)+(I2II.zl)(12Z2II3)Wl｡(i)

･(Z2-IIZl)(I,-IIZ2)町 Z(t)])

(3.22)

(3.23)

ただし,

cocD CO2
vp(Z,t)-∑∑El◎,(t)Om(t)]Xll(Z)Ipm+∑∑El◎′(i)]X,I(I)I;mr′〝(i)
/=l〝J=1 /=1/〝=1
co2 22
･∑∑El◎′(i)]IpIL,m(I)rm(t)+∑∑L./(Z)I三mrl(t)rm(t) p-0,1 (3･24)
/=1〝=1 J-1〝7-1
o3a) CO2

wpq(i)-∑∑El◎′(t)Om(t)]ZplIq,"+∑∑El◎′(i)]Ip/Iq*mrm(t)
/=1m=1 /=1m-1

co2 22
･∑∑El◎l(i)]IpIIq*mrm(i)･∑∑I;IZq'mr′(t)Ilm(t) p,q-0,1 (3･25)
I=1m:I I=lITl=t

-36-



第3章 初期温度が確率場である場合

･pl-I.d
ZPE(Z)a(Z)

x,I(Z)dz, I;I-I.a
ZPE(Z)a(Z)

llV(Z) Y' JO 1-V(Z)
L"(Z)dz p-0,1 (3126)

式(3.18)と式(3･23)～(3･26)より,初期温度の自己相関関数RToが与えられると,熱応力の自己相関

関数Rqが求まる.応力のスペクトル密度関数sqは式(3.19)と同様に,次式に式(3.23)を代入するこ

とにより求めることができる.

sq(Z,〟,i)-去 I.dRq(I,ZIβ,t)exp(-joe)dβ
(3.27)

3.4 数値計算結果と考察

数値計算の一例として,Z-0,dの平板表面温度が共に0で与えられ,初期温度To(Z)がホワイト

ノイズと一様マルコフ確率場で与えられる場合を考察する.この場合,初期温度の自己相関関数

RTotまそれぞれ次式で与えられる(71)･

ホワイ トノイズ ‥RT.(Z)-Ts28(I) (3･28)

一様-ル-フ確率場 :RTD(I,-Ts2expトT ) (S,0, (3･29)

ここで,8(･)はDiracのDelta関数,∫は相関距離,差は初期温度のランダム変動の強度を表す定数

である.一般に,構造体の初期温度のランダム分布特性は,その構造体の使用環境履歴に依存す

る.現実の初期温度分布の空間的変動は,それが広帯域の空間周波数特性をもつ場合,ホワイト

ノイズで近似できる串.一方,狭帯域の空間周波数特性をもつ場合はマルコフ確率場と考え,相関

距離∫を適切に選択することにより近似できると考える.通常,∫は実測された初期温度の変動分

布から決定される.

さらに次式の無次元量を導入する.

弓 , I-繋 , B 1-等 , Bb-怒 , o ･請 , 5-宝 器 ,

Ro.-El⑳,(I.,I)･㊥,({2,T)], R5-Elc,-(I.,T)･6-({2,I)] (3.30)

ここで,Ko,Eo,物,扉まそれぞれ,I-0における熱拡散率,ヤング率,線膨張係数,ポアソン比で

ある.また,数値計算に供するFGM としてセラミックと金属からなる熱応力緩和型FGMを考え,

その構成材料にはPSZ (セラミック)とSUS304(金属)を採用した.PSZとsUs304の材料特性

は第2章の表2･1に示されている.

.厳密には自己相関関数にデルタ関数といった"無限"を含むものは実在し得ないので,理想的なホワイ トノイズは
現実に存在しない.しかし実用上は,有限値の,理想的ホワイ トノイズに十分近いものをホワイ トノイズとして

扱う.
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傾斜組成の種類は様々考えられるが,ここでは図3･2に示すように,金属 100%からセラミック

100%まで直線的に変化するLinear,これよりセラミックの体積比率を高くしたceramicrich,逆に

低くしたCeramicpoorに加え,FGM の使用熱的環境として平板の片側表面が一定温度に加熱され

た場合に生じる熱応力を最小化するように組成を最適化(80)したOptimum(2･3節のGAと同一)の

合計4種類について計算を行った.

Z
S
d
I

O
uOI.tO
e

JI
aLu
n
一〇̂

8

6

0

0

4

2

0

0

0 0.2 0.4 0.6
∈

0.8 1

Fig.3･2 CompositionaldistributionsofPSZinFGMplates

ここで,Ceramicrichとceramicpoorの組成に対する板厚方向-のPSZの組成分布fpsz(Oとして,

式(3.31),(3.32)で表現される無次元座標首のべキ乗関数形を採用した.

fpsz(g)=1-(1-g)3 (ceram icrich)

jTpsz(g)-E3 (ceram icpoor)

各材料組成分布に対するFGMの材料特性は,第2章と同様に,ポアソン比Vは一定値,密度と比

熱は線形複合則より算出し,他は母層に球状粒子を分散させた場合のMori-Tanakaの理論(81)を用

い,さらに中間層においてはこれにファジィ推論(82,87)を併用して算出した.この算出方法の詳細

については付録 Bを参照のこと.

また,数値計算諸元として次の値を採用した.
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Bt-Bb-∞, S-0.01,0.1,1, n-20, V-0.3 (3.33)

本計算に用いる式(3.17),(3.24),(3.25)の二重無限級数の項数を決定するため,その項数が計算結果

に及ぼす影響について調べた.一例として,初期温度が一様マルコフ確率場の場合について,無

次元温度の二乗平均の収束挙動を表3･1に示す･項数を50×50にとれば,首の値に関わらず4桁の

有効数字が得られている.また,これと同様の収奉挙動が熱応力の二乗平均でも確認された.表

に示されてはいないが,フーリエ数Tの増加とともに温度 ･熱応力の二乗平均の収束性は良くな

る傾向にあるため,T≧0.001の範囲では50×50の項数で十分である.そこで本計算では,項数を

50×50として以下の計算を行った.

Table3･1 Relationshipbetweentheconvergenceofmeansquaretemperatureandthenumberofterms,

intheFGMplatewithlinearcompositionprofileforI-0.001ands-1
Numberoftems

10×10 30×30 50×50 100×100

2
4
/LU00

0
0
0
0

1.133582 0.9570273 0.9573048 0.9573201
0.9997275 0.9626392 0.9647401 0.9647262
0.9699160 0.9744156 0.9737740 0,9737702
1.060701 0.9816321 0.9797880 0.9797829

3.4.1 初期温度がホワイ トノイズの場合

図3･3はFGM平板の傾斜組成分布が温度の二乗平均値にどのような影響を及ぼすのかを示した

ものである.二乗平均値は自己相関関数から得られ,式(3.17)においてzl-Z2-Z とおけばよい.

本章では初期温度の期待値をOとしているので,二乗平均値は分散に等しい.この図から,フー

リエ数TD増加,すなわち時間の経過とともに二乗平均値が減少していることがわかる.また,各

時間について分布の傾向をみると,セラミック100%側でピーク値を示し,その位置は時間の経過

とともに平板内部-移動している.二乗平均値の大きさを比較すると,ceramicrich>Linear>

Optimum>Ceramicpoorなる関係を確認できる.これはセラミックの体積分率を低くすれば熱伝導

率が高くなり,結果として,初期温度のランダム性の影響が周囲-拡散しやすくなるためであろ

う.

図3･4は熱応力の二乗平均分布をフーリエ数をパラメータとして描いたものである.温度の場

合と同様,時間の経過とともに熱応力の二乗平均値は減少しているが,この二乗平均値と材料組

成分布との関係は,温度の場合とは逆に,Ceramicpoorの場合に最も大きく,Ceramicrichの場合

に最も小さくなっている.この熱応力の二乗平均値と材料組成分布の関係は,決定論的な初期温

度分布を有するFGM平板が,ある瞬間から急に両表面を温度Oに冷却された場合の ｢熱応力分布

と材料組成分布の関係｣と同じである.図3･2からわかるように,Ceramicpoorの組成分布では,

線膨張係数が大きいSUS304の体積分率が板厚の広範囲にわたって支配的であるために,大きな

熱応力の二乗平均値をもたらすものと考えられる.また,平板両表面の温度を決定論的に指定し
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ているために,表面における温度の二乗平均値は常に0であるのに対して,熱応力の二乗平均値

は,経過時間の小さい時は平板内部で大きな値をとるが,ある時刻から平板表面に最大値が現れ

ている.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(

Fig.3･3 Relationshipbetweenthecompositionprofileandthemeansquaretemperature

forTo(Z)ofwhitenoisedisturbance
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(

Fig.3･4 Relationshipbetweenthecompositionprofileandthemeansquarethermalstress

forTo(Z)ofwhitenoisedisturbance

3.4.2 初期温度が一様マルコフ確率場の場合

図3･5に相関距離∫を1とした場合の温度の二乗平均分布を示す.初期温度がホワイトノイズで

与えられた場合 (図3･3)と比べると,初期温度分布の分散値RT.(0)が小さいために,全体的に二

乗平均値の大きさは極端に小さくなっているが,分布の傾向は良く似ている.また,一様マルコ

フ確率場は,減衰に時間を要する低周波成分が支配好 であるため,異なる組成分布間での二乗平

均値の差は熱移動開始直後は小さく,て-0.1付近で最大となり,その後は小さくなりながら,ど

の組成分布の二乗平均値も一様に0-と収束する.この結果は,経過時間が小さいほど温度の二

乗平均値に及ぼす傾斜組成の影響が大きいホワイ トノイズの場合と異なっている.

熱応力の二乗平均分布 (図3･6)に関しては,①時間とともに二乗平均値は減少する②Tn値に

関わらず,二乗平均値はCeramicpoorで最も大きく,ceramicrichで最も小さい-という2点でホ

ワイ トノイズの場合 (図3･4)と一致するが,図3･4でみられた,経過時間の小さい範囲における

平板内部での大きな二乗平均値は確認できない.て≧0.01であれば,両者間で分布の傾向は非常に

書付録Aを参照のこと

-41-



第3章 初期温度が確率場である場合

似ている･

次に,温度 ･熱応力の二乗平均値に及ぼす初期温度の空間周波数特性の影響を調べるために,

傾斜組成をLinearに固定し,∫の値を変化させて計算を試みた.図3･7に示すように,∫が大きい

ほど初期温度の分布形状はゆるやかに振幅を変える形状になり,∫が小さくなるにつれて初期温度

の空間周波数が高周波成分を含むようになるため,激しく変動した分布形状となる.

図3･8,図3･9はそれぞれ,初期温度の空間周波数特性が温度,熱応力の二乗平均値にどのよう

な影響を及ぼすかを示したものである.これらの図より,∫が小さくなる,すなわち初期温度分布

の空間周波数特性が広帯域になるにつれて,初期温度のランダム性が温度と熱応力の二乗平均値

に及ぼす影響は小さくなることがわかる.
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-42-



第3章 初期温度が確率場である場合

1

8

6

4

2
0

0

0

0

0

【
N

P
]

山

1

8

6

4

2

0

0

0

0

0

【
N

i']
山

- -
3E

It3
ll.･.■■

山

1

0.8

0.6

0.4

0.2
0

l lT=0.001 】 l- Optimum
----Ceramicrich

---Ceramicpoorl - Linear

T=＼ヽ■ ll l l0.01l=＼ヽ■ ll l l0.01l

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

g

Fig.3･6 Relationshipbetweenthecompositionprofileandthemeansquarethermalstress

forTo(Z)ofaMarkovrandomfieldwiths-1

-43-



第3章 初期温度が確率場である場合

4

3

2

1

ピ o
h｡
L

-2

-3

_4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(

(a)Forasmallvalueofg

4

3

2

1

トご
＼ O
E号
L

-2

-3

-4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(

(b)Foralargevalueof∫

Fig･3･7 EffectofsonthedistributionofinitialtemperatureTo

0.4 0.6

(

0.8 1

Fig1318 Relationshipbetweenthecorrelationdistanceofinitialtemperatureandthemeansquare

temperatureintheFGMplatewithlinearcompositionprofile

一44-



第3章 初期温度が確率場である場合

S=0.01
S=0.1
S=1

_I-I:-~̀-I-.一･-I

て=0.01

4300

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
g

Fig.3･9 Relationshipbetweenthecorrelationdistanceofinitialtemperatureandthemeansquarethermal

stressintheFGMplatewithlinearcompositionprofile

3.5 結 言

板厚方向に任意の不均質性を有するFGM平板を,各層が相異なる一定の熱的特性を持った積層

板で近似し,ランダムな初期温度をもつ FGM平板の熱伝導問題と熱応力問題を確率論的に解析し

た.また,温度および熱応力の統計量として,それぞれの自己相関関数を解析的に導出した.さ

らに,PSZ/SUS304系FGM平板の初期温度が①ホワイ トノイズ②一様マルコフ確率場-で与えら

れた場合の数値計算結果より,傾斜組成の相違が温度と熱応力の二乗平均に及ぼす影響について

考察した.得られた結論を以下に示す.

1. 初期温度の確率場モデルに係わらず,温度の二乗平均値については,セラミックの体積分率

を増すと大きくなり,熱応力の二乗平均値については逆にセラミックの体積分率を低くする

と大きくなる.

2. 初期温度がホワイ トノイズと一様マルコフ確率場の場合において,温度および熱応力の二乗

平均値は時間の経過とともに減少する.また,それらの分布傾向は熱移動開始直後を除いて,

両確率場モデル間で非常に似ている.

3. 熱応力の二乗平均値は,初期温度がホワイ トノイズの場合,経過時間の短い時に平板内部で

大きな値を示し,その後ある時刻から平板表面で最大値をとる.一方,初期温度がマルコフ

確率場の場合は,常に平板表面に最大値が現れる.

4. 初期温度分布の空間周波数特性が広帯域になるにつれ,ランダム性の影響は速く減衰する.
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4.1 緒 言

傾斜機能材料 (FGM)とは,材料組成やミクロ組織の分布を連続的に制御することにより,熱

応力緩和機能,医学的 ･生体的機能,光学的機能などを発現させようとしたものである(88).この

組成 ･組織を連続的に変化させる傾斜化技術によれば,一様機能を追求してきた従来の材料技術

では得られない,｢機能の傾斜化｣が可能となる.しかし,必要とする特性を最大限に発現させる

ためには,その使用環境に応じてあらかじめ決定された設計目標にしたがってミクロ組織などの

構造パラメータを制御し,製造できることが必要である.

現在確立されているFGMの製造方法としては,粒子噴霧積層技術や遠心成形技術を用いて粉末

原料を傾斜組成充填したのち焼結する方法,異種粒子独立溶射法 (プラズマツイントーチ溶射方

式),化学気相析出法 (CVD)などがある.しかし,いかなる製造法を用いても,組成を連続的に

制御する技術に難しさがあるため,できあがったFGMの組成分布が設計目標と完全に一致するこ

とはなく,目標とする分布から少なからずバラツキが生じる(89).その結果,FGMの物性値にもバ

ラツキが生じる.また,その製造の容易さから,材料組成が段階的に変化するFGM も開発されて

いるが,この場合でも実際に製造されたFGMの物性値は,焼結時に充填する粉末粒径のバラツキ

や組成不連続部でのサーモマイグレーション(90)に起因して不確定になる.このように,実際に製

造されたFGMそのものが不確定性を内在している以上,FGMの熱応力を評価する際にこれを確

率モデルとしてとらえ,統計的に処理するのが合理的であろう.

ランダムな材料特性を有する物体を対象とした熱伝導 ･熱弾性問題の確率論的研究は,これま

でに幾つか報告されている.中村ら(36)は材料の熱的特性と周囲媒体温度が不確定な場合について,

Emery(37)は熱伝導率,熱伝達率と放射率が不確定な場合について,それぞれ確率有限要素法(91)を

用いて熱伝導解析を行っている.また,合田ら(49)は引張 ･圧縮強度と弾性係数に不確定性を持つ

場合に,熱応力によって生じる亀裂の発生確率をFEM-basedモンテカルロ･シミュレーション法

で推定している.これらに加え,繊維配向角が不確定なcFRP積層平板の熱変形問題を解析した

研究(47)も報告されている.一方,解析的手法を用いた例では,Kellar(32),Ahmadi(38),Tzou(39)が熱

伝導率がランダムな均質体について,Barrett(53)が同じく不均質体について熱伝導解析を行ってい

る.また菅野ら(54)は,熱伝導率と線膨張係数がランダムな不均質平板の熱弾性問題を解析してい

る.さらに,Ko山lski(48)は線膨張係数がランダムな物体の熱弾性波動解析を行っている.

ところで,FGMが所要の機能性を発現するには,そのための材料組成設計が必要となる.した

がって,一般的なFGMの解析モデルは,任意の不均質特性を有する不均質体でなければならない.

しかし現時点において,このような不均質体に関する確率論的研究は非常に少ない.Madera(25)は

任意の境界条件をもつ任意形状の不均質体を対象に,その三次元非定常温度場の確率論的評価の

ための数値解法を開発した.また,菅野らはランダム変動する境界温度をもつFGM積層平板(79)
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とランダムな周囲媒体温度にさらされるFGM平板(73)の確率論的熱応力を解析した.初期温度が

ランダムに分布しているFGM平板の確率論的熱応力も同研究グループにより解析されている(85),

物性値の不確定性を考慮したFGM の確率論的研究に関しては,Kitipornchaiら(92)が温度変化を受

けるFGM平板のランダム自由振動を扱っている.また,Yangら(93)は静的荷重を受けるFGM平

板の曲げ応答を摂動法(perturbationmethod)で解析している.しかし,これら2つの論文では,不

確定な物性値の空間的相関性が考慮されていない*.その一方でFerranteら(55)は,体積分率と空隙

率を空間的相関性を考慮した確率場と見なし,線形傾斜組成をもつ FGM平板の定常熱応力をモン

テカルロ･シミュレーション法で解析している.また,poterasuら(6)は熱的 ･機械的物性値が一様

確率場で与えられるFGM の熱弾性問題に対する確率有限要素法の定式化を行っている.

本章(94,95)では,板厚方向に任意の熱的 ･機械的不均質性を持っ FGM無限平板が,その熱伝導

率と線膨張係数に不確定性を有する場合について,非定常熱伝導問題と熱応力問題を確率論的に

解析する.通常,熱応力緩和型FGM はセラミックと金属からなり,これらの材料間で物性値の差

が著しい ｢熱伝導率｣と ｢線膨張係数｣が熱応力緩和に重大な影響を及ぼす事実から,ここでは

上記二つの物性値にのみ不確定性を考慮した.また,部分安定化ジルコニア(PSZ)とオーステナイ

ト系ステンレス鋼(sUs304)からなるFGM平板が片面加熱される場合に対し,温度および熱応力の

平均と標準偏差を数値計算し,これらに及ぼす傾斜組成分布,加熱面の熱伝達率,不確定な物性

値の自己/相互相関係数の影響を明らかにする.

なお,解析は二種類の手法を用いて行った.一つは 4.2節で述べるモンテカルロ･シミュレー

ション法(94)であり,もう一つは4.3節にて述べる摂動法(95)である.前者は一種の数値実験法で,

確率変数の個数や相関の有無に関係なく解析が可能という特長を有するが,計算効率が非常に低

いという欠点をもつ.一方,後者は相関を持つ確率変数を多く含む大規模な系には適用困難であ

り,確率変数のバラツキ幅が小さいT場合にのみ精度良い結果をもたらす近似解析法であるが,数

値計算が容易で計算効率が高い.

4.2 モンテカルロ･シミュレーション法による解析

4.2.1 解析モデル
熱伝導率A,密度p,比熱 C,ヤング率E,および線膨張係数αが,図4･1のZ軸方向にのみ任意に

変化する厚さdのFGM無限平板を考える.このFGM平板は,熱伝導率と線膨張係数に確率場と

みなせる不確定性を含んでいるものとする.物性値の温度依存性が無視でき,かつ内部熱発生が

ないものとすれば,このFGM平板に対する一次元非定常熱伝導問題の支配方程式は次式で表され

る.

£ll(Z,-,;]-p(I,C(Z,芸 (4･1)

.不確定な物性値が空間的に相関を持たない場合,つまり,帯域制限されたホワイ トノイズ確率場を扱っている

†正確には 確̀率変数の平均値に対する変動量が小さい"である.
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ここで,Tは温度,tは時間,dま確率変数である.Z軸方向-の任意の不均質性に対して,式(4.1)
の厳密解を得ることは非常に困難であるため,図4･lのようにFGM平板を板厚方向-仮想的にn

層に分割し,各層における物性値を相異なる一定値と近似する.この近似により,確率場も連続

的なものから離散的なもの,つまり離散座標の確率場-と変換される.平板の初期温度は一様に

Oであるとし,ある時刻から平板のZ-0とZ-dの境界面に接する温度がそれぞれ,炎i),V(t)kな

るものとする.平板表面の熱伝達率はhtとhbで与える.また,n層に分割された平板内の仮想界

面の座標値をb,(i-1,2,…,n-1)とする.平板は板厚方向に平面応力状態にあり,さらに周囲から

何の拘束も受けない純熱応力問題を考えている.

Fig･4･1 AnalyticalmodelforanFGMinfiniteplate

次に,確率量を有する物体の熱伝導 ･熱応力問題を考えるにあたり,文献(38)と同様に,不確定

性をもつ熱伝導率と線膨張係数を以下のように仮定する.

(i) 確率量A,-とa,は確定量R,,A,と確率変動量ri,a/との和で与えられるものとする.すなわち,

lL=卑+rt, α,=Al+a, i-1,2,...,n
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ここに,r,,aLは平均値 Oとする.
◆

(ii) 確率変動量rlとa,の相関係数p;,pan,p三は,離散座標のマルコフ確率場として次のよう

な指数関数で表現する.

p:(p,q)

p:(p,q)

pr*a(p,q)

Elrprq]

S[㌔]･S[㌔ ]

Elapaq]

Slap]ASlaq]

Elrpaq]

S[㌔十S[%]

expl-Bltp-ql]

expl-B2Ip-ql]

CI･eXPl-B,lp-ql] p,q=1,2,".,n (4.3)

ここで,El･]は期待値演算子であり,Sl･]は標準偏差である.またB.(i-1,2,3)は相関性の強さに

よって決定される正の定数である.一方,clも同様に相関性の強さを表す定数であるが,-1≦C1

≦1の制約がある.式(4.3)は上から,熱伝導率の自己相関性,線膨張係数の自己相関性,熱伝導率

と線膨張係数の相互相関性を表している.

4.2.2 モンテカルロ･シミュレーション法

本解析法は,式(4.2)の確率変動量rLとa′を成分にもつベクトルr-(rl,r,,…,rn),a-(al,a2,...,an)

を数多く作り出し,各r,aに対応する熱伝導率と線膨張係数をもつ FGM平板の温度および熱応力

を求め,所要の統計量を得る方法である.サンプル数,すなわちシミュレーションの繰 り返し回

数が大きいほど,得られた温度および熱応力の統計量は真の値に近づく.また,ri,aL(i-1,2,...,n)

なる確率量の確率分布関数は任意に仮定できる.

以下に,相互に相関をもつ複数の確率変動量r,,a,の発生方法(96)について説明する.初めに,式

(4.3)を用いて次に示す(2nX2n)の相関マ トリックスHを作る.

HElrprq]iElrpaq]-EfaLp-rqL]-T-E-[云p-a-qj p ,q=1,2,...,n (4.4)

ここで対角線上の要素はrIおよびaLの分散であり,非対角要素は互いの相関を示す共分散である.

次に,平均値 Oかつ分散 1の任意の確率分布に従う,互いに独立な2n個の要素よりなるベクトル

Wを作り出す.すなわち,[]Tを転置行列記号とすれば

W -lwI W2 - Wn Wn.1･･･W2n]T (4.5)

このベクトルWを線形変換することにより,式(4.3)を満足するr,,alなる確率変動量を求めること
I

ができる.ここで,次のような線形変換子を考える.
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C2〝,1 l･.C,H,2n

この線形変換子を使うと,r,,a,fま次のように表せ考･

V-lrlr2 ･･･rna. a2 ･L･an]T-cw

したがって,

vvT=cwwTcT

両辺の期待値をとると,

ElvvT]-cElwwT]cT

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

ところで,Elw T]-II,ElwwT]-I(Unitmatrix)であるから,結局,式(4.9)は次のようになる.

II-CCT (4.10)

したがって,式(4.10)を満足する三角マ トリックスCをコレスキー分解を用いて求めれば,式(4.7)

より確率変動量rLおよびaLが求まる.Cは確定量より構成され,Wは平均値OであるのでVの平

均値も当然oとなっている.したがって,求めたr,,a′は目的とした平均値 Oで,かつ式(4.3)を満

足する確率変動量となっている.

4.2,3 温度場 ･熱応力場の解析

FGM平板の温度および熱応力の解析については,すでに文献に示されている手法(75,82)を用いて

解析した.一般にFGM平板の熱応力場は,相異なる均質多層平板で近似することなしに解析可能

であるが,ここでは各層における線膨張係数に不確定性を有するものとしているため,熱応力場

の解析の際にもFGM平板を多層平板で近似した.

4.2.4 数値計算結果と考察

4.2.4.1計算条件の設定
数値計算の一例として,PSZとsUS304からなる熱応力緩和型FGM を取り扱い,FGM平板のZ

-Oにおける境界温度がO,Z-dの周囲媒体温度がT,efで与えられた場合を考察する.解析の一般

性を考慮して次式の無次元量を導入する.

･-雷 , {-言, b7-%, Bt豊 , Bb-怒 , ㊥,-吉 ,

150-



第4章 物性値が確率場で与えられる場合

6]-豊 , 焉 , a-i-吉 , 育 -君, 耳-芝 ,

Sl亨1-ElF2],slaJ,]- (4.ll)

ここで,Ao,Eo,物,MJ,杓はそれぞれ,SUS304の熱伝導率,ヤング率,線膨張係数,ポアソン比,

熱拡散率である.また,OT,は第i層の面内応力を意味する.PSZとsUs304の物性値は第2章の表

2･1に示されている,

傾斜組成の種類に解析上の制限はないが,本節では,図4･2に示すように金属 100%からセラミ

ック100%まで組成が直線的に変化するLinear,これよりセラミックの体積比率を多くした

ceramicrich,逆に少なくしたCeramicpoorの3種類について数値計算を行った.ここで,組成が

ceramicrichとceramicpoorの場合に対応する板厚方向-のPSZの体積分率fpsz(卯ま,無次元座標

首のべキ乗関数とし,次式で定義した･

jisz(()ニト(1-I)3 (ceramicrich)

I,sz(()-{3 (ceram icpoor)
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Fig.4･2 CompositiondistributionofPSZinFGMplates
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各材料組成分布に対するFGMの材料特性は,ポアソン比は一定値(0.3),密度と比熱は線形複合則

より算出し,それ以外は母層内に球状粒子が分散しているとしたMori-Tanakaの理論(81)を用い,

さらに中間層においては,母相と分散相の識別にファジィ推論(82)を併用して算出した.この算出

方法の詳細については付録Bを参照のこと.また,数値計算諸元として次の値を採用した.

Bt-∞, Bb-0.1,∞, n-10′ (4.14)

物性値のバラツキの例としては,表411に示す2種類を用意した･表中の変数 Vは確率量可,a;

の標準偏差sF],Sld,-]と平均値4-,4との比であり,物性値の相対的なバラツキの程度を示す変動
係数である.本数値計算では,確率量可,a亘の確率分布関数に正規分布を採用した.

Table4･1 Inputparametersadoptedinnumericalcomputation

EXample-1 V-Slキ]/旦-SldJ.]/4L-0.07B1.-2.0;i-1,2,3

C1-0.8

Example-2 育,aT;;havingthedistributionofstandarddeviationshowninFig.4.3Bi=0.02,0.2,2.0;i-1,2,3
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計算例 1は,FGMを構成する2つの材料そのものの物性値がばらついている場合を想定してい

る.鋼材の機械的性質などのバラツキの指標として,文献(97,98)では変動係数が採用されている.

一方,一般に物性値のバラツキが大きいセラミックについて,物性値のバラツキの指標は変動係

数で与えられるとは限らないが,ここでは鋼材と同様に変動係数で与えられるものと仮定した.

計算例2は,以下のような物性値のバラツキ傾向を模擬する理由から設定した.一般に合成法

によらずFGMの物性値は,2つの構成材料の体積分率が50%-50%に近いところで大きくばらつく

傾向がある.これは,FGMを構成する2つの材料の体積分率が同程度の領域では,微視構造がネ

ットワーク構造になり(99),その微視構造は個々のFGM ごとにばらつき,非常に不安定であるこ

とに起因する･正確には図4･2のLinear,Ceramicrich,Ceramicpoorの各組成分布ごとに,2つの構

成材料の体積分率が50%-50%になる位置が異なるが,ここでは簡単化のため,いずれの組成分布

においてもLinearの場合と同様,板厚中央部でバラツキが最も大きくなるように設定した.

これら2つの計算例における確率量の標準偏差分布の影響をみるため,FGM平板の傾斜組成分

布はLinear,繰り返し回数を100としたシミュレーションを行い,熱伝導率のバラツキの様子を

比較した.各計算例の条件に沿って発生させた熱伝導率のバラツキを図4･4と図4･5に示す.これ

らの図より,計算例 1では熱伝導率が大きい場所において,計算例2では板厚中央付近で,それ

･ぞれバラツキが大きくなることがわかる.図示していないが,線膨張係数についても各計算例に

おいて熱伝導率と同様の傾向を示した.
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Fig･4･4 Themalconductivitiesineachlayergeneratedf♭rexample-1
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Fig.4･5 Themalconductivitiesineachlayergeneratedf♭rexample-2

4.2.4.2 シミュレーション回数の検討
計算例2で傾斜組成をLinearとした場合について,シミュレーション回数に対する統計量の収

束挙動を調べた.計算に用いた相関係数パラメータと加熱面のビオ-数は,β1-月2-月3-2.0,C1-

0･8,月b-∞である･シミュレーションを繰り返し回数500まで行い,その結果を図4･6-図4･9に

示した.図4･6,図4･8はそれぞれ,横軸にシミュレーションの繰り返し回数を,縦軸に定常温度

場での6-0:4と0.8の位置における温度,熱応力の平均値をとっている.図4･7,図4･9において

は,横軸にシミュレーションの繰り返し回数を,縦軸にそれぞれ定常時における同位置での温度,

熱応力の標準偏差をとっている.

図4･6,図4･8からわかるように,平均値の変動は繰り返し回数が250を超えると0.5%以内であ

り,ほぼ一定とみてさしつかえないだろう.一方,図4･7からわかるように,標準偏差は温度に

ついてみると300回程度まではかなりの変動を示している.このことから,シミュレーションの

繰り返し回数は300以上とすべきである.もちろん,回数が多いほど正確にはなるが,計算時間

との関係から,あまり繰り返し回数を多くすることは得策ではない.そこで本節では,シミュレ

ーションの回数を400として計算を行った.
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4.2.4.3 温度および熱応力の標準偏差分布とその考察
はじめに,FGM平板の傾斜組成分布とシミュレーションによって得られた温度 ･熱応力の標準

偏差との関係を計算例 1について考察する.図4･10,図4･11は横軸に無次元板厚座標,縦軸にそ

れぞれ温度と熱応力の標準偏差をとったものである.Ceramicpoor型傾斜組成とした場合,定常

時,I-0.9付近で温度,熱応力とも大きな標準偏差値を示している.これは,セラミックが少な

ければ材料の熱伝導率と線膨張係数が大きくなるため,物性値のバラツキ具合がその物性値の大

きさに依存する計算例 1(図4･4)では,Ceramicpoorで相対的にバラツキが大きくなるからであ

る.なお,熱応力の標準偏差がなめらかでないのは,FGM平板を積層体で近似して階段状に変化

する組成を与えたため,界面で組成が連続していないことに起因する.非定常時についてみると,

I-0,1での温度の標準偏差の最大値が定常時のそれを上回っている.しかし,熱応力の標準偏差

は,時間の経過とともに単純に増加する傾向が見られる.
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(

Fig･4･10 Standarddeviationoftransienttemperatureforexample-1with Bb-∞
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Fig･4･11 StandarddeviationoftransientthermalstressforexamplellwithBb-CO

次に計算例2について,温度および熱応力の標準偏差に及ぼす傾斜組成分布,加熱面のビオ-

数,相関パラメータの影響を考察する.図4･12,図4･13に,加熱面の境界条件を温度指定で与え

た場合の計算結果を示す.定常時において,温度 ･熱応力ともにCeramicrichの場合に最も大き

い標準偏差値を示している.一方,非定常時では組成分布による差は小さいが,逆にCeramicrich

の場合に最も小さくなっている.これは経過時間が小さい場合,遮熱性の高いCeramicrichでは,

ほかの2つの傾斜組成に比べて熱が板内部まで伝導せず,温度 ･熱応力の標準偏差に及ぼす物性

値のバラツキの影響が顕在化しないからである,また,図4･10,4･11と比較すると,計算例2の方

が計算例 1よりも標準偏差値が全体的に高い.これは,図4･5のように計算例2の方が,より加

熱面に近い場所で物性値のバラツキが大きいことに起因すると考える.

図4･14は,周囲媒体との熱伝達を考慮して,加熱面のビオ-数を0.1とした場合の熱応力の標

準偏差分布である.図4･13と比較すると,分布の傾向はほぼ同じであるが,値そのものは全体的

に低い.これほどオー数が大きいほど平板-の流入熱量が多くなり,内部の温度上昇が促進され,

物性値のバラツキが熱応力の標準偏差分布に及ぼす影響が大きくなるからである.
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withBb-0･1,Bl-B2=B3-2andC1-018

図4･15は,材料組成をCeramicrichとした場合の定常温度の標準偏差分布である.パラメータ

として,熱伝導率の自己相関性を支配するβ1をとった.図より,βlが大きくなると標準偏差値が

減少している.βlの増大は,熱伝導率の自己相関性が低下することを意味する.

図4･16は,同じく材料組成をceramicrichとした場合の熱応力の標準偏差分布である.図中の

表に示すように,相関パラメータの組み合わせを5種類考え,それぞれに対して計算を行った.

まずcaSelとcase2を比較すると,線膨張係数の自己相関性が弱いCaselの方が標準偏差値が平

板内部で大きくなっている.一方,加熱面近傍と低温側ではCase2がcaselを上回っている.温

度の場合,熱伝導率の自己相関性が弱まると標準偏差値も減少するのに対し,熱応力の場合,級

膨張係数の自己相関性が弱まると標準偏差値は逆に増大することがわかる.次に,熱伝導率と線

膨張係数の相互相関の影響をみるため,Caselとcase3,4,5を比較する.Case4とCase5は,棉

互相関を無視しているCaselより板厚全域で標準偏差値が小さい.また,Caselとcase3では分

布がほぼ一致している.このことから,熱伝導率と線膨張係数の相互相関は熱応力の標準偏差を

低下させるが,その低下の程度はパラメータβ3に依存し,β3が小さいほど標準偏差値は小さくな

る.また,β3が比較的大きければ,熱伝導率と線膨張係数の相互相関は熱応力の標準偏差に影響

しない.
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4.3 摂動法による解析

本節では,4.2節と同様に,熱伝導率と線膨張係数が確率場として平均値まわりにランダムにば

らついているFGM無限平板が,その表面に対流加熱を受ける場合において,温度と熱応力の統計

塞 (平均と分散)を摂動法により解析的に求める方法について示す.

4.3.1 解析モデル

解析モデルは4.2.1節と同様に,板厚方向-物性値がなめらかに変化するFGM平板を,解析的
処理を容易にするために積層体で近似した,いわゆる ｢多層平板モデル (図4･1)｣を用いる.初

期条件,熱的 ･力学的境界条件は4.2.1節で述べたとおりである.また,式(4.2),(4.3)で表される

仮定(i),(ii)を本節でも同様に導入する.さらに,次の仮定を追加する.

(iii) 確率変動量rt,a,は,それぞれRI,A,と比べて十分に小さな値である.

4.3.2 解 析

4.3.2.1温度場

図4･1に示されるFGM多層平板の非定常熱伝導問題は,式(4,2)を考慮することで次のように定

式化される.

･R,･ri,2 -PPi% , i-1,2,-,n (4･15)

7;-0, att-0, i-1,2,･･･,n (4.16)

(R.･rl)箸 -htlT- )]-0, atz-b0-0 (4･17)

(Rn･rn)普 +hun-V(t)]-0, atz-bn-d (4･.8)

7;=T.1, atZ=bi, i-1,2,…,n-1 (4.19)

(Ri" )崇 (R ･l･r,.,)告 , atz-bi, i-1,2,-,n-1 (4120)

ここでr,(i-1,2,…,n)が確率変数であるため,温度場を決定論的に評価するのは不可能で,統計

的に評価しなければならない.仮定(iii)より,式(4.15H4.20)の方程式系を解くために摂動法を適

用できる.したがって本節では,温度場の統計量として平均と分散を摂動法により解析的に導出

する.式(4.15H4.20)の方程式系の解をri(i=1,2,…,n)について摂動展開すれば

COn
T(Z,i)司 ｡(Z,i)･∑∑Tx,(Z,i)rsxx=ls=l
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式(4.21)においてrs(S-1,2,･･･,n)の2次以上の項を無視することで,次式のような線形化を行う.

JI
T(Z,i)司 ｡(Z,t)+∑T.S(I,i)rs (4･22)∫=1

これは近似解を与えることになり,lIの変動係数slri]/R,(i-1,2,‥.,n)が十分に小さい場合に良い

精度が得られる.式(4.22)を式(4.15H4.20)に代入し,rsの各次数について等置すれば,rsの0次の

方程式系と1次の方程式系が以下のように得られる.

4.3.2.1.1 0次の方程式系

o次の方程式系は次のように得られる.

4-普 -p,C,普 , i-1,2,･･･,n

T｡-0, att-0, i=1,2,.-,n

Rl警 -h.lTo-"t)]-0, atz-bO-0

Rn箸 .hlTno-V(i)]-0, atz-bn-d

T｡-T".)0, atz=bi, i-1,2,-,nll

aT(,.I)0
R,･警 -R,･1｢㌃ , atZ-b,I, i-1,2,-･,n-1 (4.28)

式(4.23H4.28)の方程式系は,n層からなる複合領域に対する一般的な非定常熱伝導問題を表して

いる.この間題の解はⅦdicka(86),olcer(100),Mikhailov(lot),ozisik(102)によって既に導出されているた

め,ここではその解の誘導過程を省略する.

4.3.2.1.2 1次の方程式系

1次の方程式系は次のように得られる.

RI告 +6,普 -plcl告 , i,S-1,2,-,n

7;15-0, att-0, i,S-1,2,･･･,n

Rl警 +6.S警 -htTI5-0, atz-b0-0, S-1,2,-･,n (4･31)
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Fn警 +6"S警 +wnls-0, atz-bn-d, S-1,2,･･･,n
/

T.S-T(,..)1S,atZ= bi, i-1,2,-,n-1, S-1,2,-･,n

R,告 .6ls箸 -4 ･l警 +6(I..,sr㌃ ,
･aT(,･..)o

atz-b,A, i-1,2,･･.,nll, S-1,2,...,n (4.34)

ここで,6,,はクロネッカー ･デルタである.この方程式系の解は,一種の積分変換法に相当する

Ⅵ)dickaの手法を拡張して用いることで,次式のように得られる.Ⅵ)dickaの手法の詳細について

は文献(86)を参照のこと.

co 77+1

1;ls(Z,t)-∑ Q ms(i)X,m(Z)･∑L,,(Z)T,S(t), i,S-1,2,-,n (4.35)桝-1 ノ-I

ここで,

L,,(I)-CljZ+Dlj, i-1,2,-,n, j-1,2,-,n+1

TIC(i)--6.S誓 , S-1,2,･･･,n

･(n･"S(t)--6-警 誓 , S-.,2,･･･,n

T,,(t)=-6(,_1)S
∂Zし-1)0(b,_I,i).I∂T,0(b,_I,i)
∂z JJ ∂Z

(4.36)

(4.37a)

(4.37b)

j=2,3,-,n, S-1,2,…,n (4.37C)

式(4･36)に含まれる未知係数C,,,DIjは次の関係式から決定される.

R.讐 IhtLl,(0,-6.,, 凡些禁 +hLn,'d)-6(n..,,,

LL,(b･,-L(i･",(bl,, R,讐 4- RJ.1禦 -6(I..,,,

i-1,2,･･･n-1, j-1,2,･･･n+1 (4.38)

X/m(I)は式(4.29)と式(4.31H4.34)に対応する固有値問題の解であり,次式で与えられる.

X,m(Z)-AIMcosldB,msinl# )
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ここで,K,はK,-RL･/O,C,)で定義される熱拡散率,扉 ま固有値である.未知係数A,m,B,mの決定に必

要な条件式は,式(4.35H4.39)を式(4.31H4.34)に代入することで次のように得られる･

讐 -告 xlm(0,-0, 些 碧 ･k xnm(d,-0,

dXL･m(b,)∴ ,, dX(I..)m(bl)
X,a(bl)-X(,..)m(b,), R,T Jm:V' ' -年..dz dz

i-1,2,...n-1(4.40)

固有値ym(m-1,2,...)は,未知係数A,m,BLmがo以外の解をもつための条件から決定でき,次式の

超越方程式の正根として得られる.

G･El･E2-E〃ーl･a=0)

G-[-i#],

a=

ここで,

(4.41)

cos(fbt) sin(fbL)
-R-Ifsin(若b,)R･潰cos〔若bL〕

f coslfd)･%sin(fd)
fsin(fd)-kcos(fd)

(4.42)

-方,関数Qms(i)は次のように表される.

･ms(i,-exp(-Pヰ s･fexp(Y"lqms(I,-i lmJ誓 ]dTI (4･43)

ここで,展開係数gms,qms(t),lmJはそれぞれ

＼＼
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lm,-妄言Jb71.LtJ(Z,Xtm(I,&
妄君lb711lXlm(Z,,2&

(4.44)

4.3.2.1.3 温度の平均と分散

式(4.22)の形で表される温度解 TIを利用すれば,温度場の平均と分散を容易に計算できる.仮定

(i)よりElrs]-0であるから,それらは次のように得られる･

El7;]-770(Z,t)

na
varlT]-E[T2]-(ElI;])2-∑∑TIs(Z,i)T.I(Z,i)Elrsr,]S=1.7=1

ここで,V叶 ]は分散を意味する.式(4.46)は式(4.3)を導入することで計算できる.また,標準偏差

は分散の平方根として得られる.もしrsとrxがS≠xで互いに独立であるならば,式(4.46)は次式

のように単純化される.

VarlT]-∑Tfs(I,t)Elrs2]
Ll一日

(4.46)I

4.3.2.2 熱応力場

温度が板厚座標のみの関数,すなわちT-T(Z)の場合,板厚方向に任意の不均質性をもつ不均質

平板の熱応力式がsugano(75)によって提案されている.したがって,FGM平板の熱応力場は,そ

のFGM を各層が均質な多層平板で近似しなくとも解析可能である.しかし本章では,各層におけ

る線膨張係数に不確定性を有するものと仮定しているため,熱応力場の解析の際にもFGM平板を

多層平板で近似した.ヤング率,線膨張係数,ポアソン比をそれぞれE,a,Vとすれば,図411に

示す積層平板の第i層における面内応力は次式で与えられる.

6--g"-JJz,i,-吉 Lal"I,i,+

(I2Z-I,)IF.(i)+(72-I.Z)zF2(i)
I22-Ills ]

(4.47)

ここで,板の両表面に外力が作用しないとすれば,I),I2,I3,IFl,IF2は次式で与えられる.

･J-差Jbb:_I語 血 , ,-1,2,3,

･Fj(i,-iIbb:_,e Tk(I,t,& , ,-1,2

なお,平板に作用する垂直応力oTzzとせん断応力oTzr,OTzy,OT,,は0である.
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式(4.47)の熱応力解には確率量Ti,a,が含まれているため,熱応力も統計的に評価する必要があ

る.そこで,温度場と同様に統計量として平均と分散を導出する.仮定(i)よりE[α.]-0であるか

ら,熱応力の平均は次式のように表される.

ElJt,-吉 ｢p(Z,t,I

(I2ZII,)I;.(t)+(Z2IIll)I;2(t)
122IIII3 ] (4･49,

ここで,

〟

1:(Z,t)-AlT｡(I,t)･∑TIs(Z,t)Elrsai],∫=1

･;p -差Ibbkk_l豊 pk(Z,t,血, ,-1,2
-方,熱応力の分散は次のように得られる.

Varlgl,-(吉 )2tw,(I,i,一話 方[(I2Z-I3,W2.I(Z,t,I(I2-IIZ,W221(I,t,]

[(I2Z-I3,2W3.(t,I2(I2Z-I3,(I2I Ill,W32(t,I(I2IIiz,2W33(t,])

(4.50)

(4.51)

ここで,

nll ll

wI,･(Z,t)-A,2∑∑77.∫(I,i)TIN(I,i)Elr,r,]I2A,T｡(I,i)∑T.S(Z,t)Elrsa,]･77喜(Z,i)Ela,2](4･52)
∫=lJ=】 ∫=1

W211(Z,i,-AE皇TIs(Z,t,iIb:J_書芸TJIx(y,t,ElrSrX"∫=1

･A,∑Tis(Z,t,i lb:'_.号 TJO(y,t,ElrsaJ,dys=I

･To(2,t)妄Elrsa,･暮Ibb,J_.笥 TJIs(y,i,dy

･To(Z,i,iIbbJJ_1% TJO(y,i,ElaLaJ･dy

E,Ek

告ffJbJ-.Jbk-1(11Vj)(1-vk)W3-(i,-妄妄Ib:)_Ilbb:_. iAjAk∑∑T,15(y,t)Tklx(Z,t)Elrsrx]S=1x=l

(4.53)

+A,Tk｡(Z,t)∑T,.S(y,t)Elrsak].AkT,0(y,t)∑Tkls(I,t)Elrsaj] (4･54)s=l s=1
･Tj.(y,i)TkO(I,i)Ela,ak])dydz
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W22,(Z,i)は式(4.53)中のEuをyEJで置き換えることにより容易に得られ,W32(i)とW33(t)は式(4･54)中

のEuEkをそれぞれ,zEJEkとyzEuEkで置き換えることにより得られる･式(4･50)と式(4･52H4154)は

式(4.3)を導入することで評価される･もしi≠jでrLとrJが互いに独立で,同じくaEとayも互いに

独立であり,かつr,とa,がいかなる場合でも独立であれば,式(4,52H4.54)は次式のように単純化

される.

wL.(Z,i)-AL-2∑T.2S(I,t)Elrs2]+7;喜(Z,i)Ela12]I)--∩

W2.I(Z,i,-4皇TIs(Z,t,ilbb:I笥 TJIs(y,i,Elrs2,dy∫=l

･To(I,t,Jb71.号 To(y,t,Elat',dy
W31(t,-妄glb:J_.lbbkk_.

EJEk

(llV,)(1-vk)'Af=A,Ak∑T,ls(y,i)Tkls(Z,t)E[r32Fydz

･妄6B llbbJ,_.TjO(Z,i,&]2ElaJ2,

(4.52)-

(4.53)'

(4.54)I

4.3.3 数値計算結果と考察

4.3.3.1計算条件の設定

数値計算の一例として,PSZとSUS304からなる熱応力緩和型 FGM平板が,炎t)-0,V(t)-T,占f

なる周囲媒体により片面加熱される場合を考察する.また,式(4.ll)で定義された無次元量を用い

る.PSZの体積分率分布は図4･2に示されている三種類を用いた.PSZとsUS304の物性値は第2

章の表2･1に与えられている.各材料組成分布に対するFGM の材料特性は,4.2節と同様にポア

ソン比は全板厚にわたって一定値(0.3),密度と比熱は線形複合則より算出し,熱伝導率と線膨張

係数それぞれの平均とヤング率はMori-Tanakaの理論(81)を用い,さらに中間層においては,母相

と分散相の識別にファジィ推論(82)を併用して算出した.また,数値計算諸元として次の値を採用

した.

Bt-め, Bb=0･1,1,∞, n-50 (4.55)

各層における熱伝導率と線膨張係数のバラツキ特性としては,次式で定義されるPSZの体積分

率fpszの2次関数を採用した.

slf]-Sla-L]--4k･jTpsz(t9,)lfpsz(i?,)-1], i-1,2,-,n (4･56)

ここで,鋸ま(bi+b,_.)/2で定義される第i層の中央における無次元座標値である.パラメータk

はSl可]とsl6E]の変化量を規定している.式(4.56)は,構成材料の体積分率が0.5の位置で熱伝導

率と線膨張係数が最も広くばらつき,その位置での物性値の標準偏差はkに等しいことを意味し
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ている.FGM は第二成分の含有量の増加とともに,その微視構造のタイプが,粒子-母相構造 (孤

立した球状粒子が母相内に分散している構造)からネットワーク構造 (二つの相が複雑に絡み合

っている構造)を経て再び粒子一母相構造-と変化する(88).ネットワーク構造領域では,その複雑

な微視構造に起因して材料の物性値が大きくばらつき得る.したがって,実際の物性値のバラツ

キ特性を模擬するための第一近似式として,式(4.56)は妥当であろう(55).

4.3.3.2 温度と熱応力の標準偏差分布

4.2.4.3節で示したように,温度と熱応力の標準偏差は時間とともに増加することから,定常状

態における温度および熱応力の統計量がFGM の材料設計者にとっては特に重要であろう.そこで,

以下では定常状態での計算結果のみを示す･図4117,4･18はそれぞれ,Bb=cO,k-0.05とした場合

の定常温度と熱応力の標準偏差分布である.本節で提案した解析手法の妥当性を検証するため,

4.2節で述べたモンテカルロ･シミュレーションから得られた結果(loョ)を併せて示している.式(4.3)

中の相関パラメータは,比較のために両者間で一致 (B1-B2-B3-0.4,C1-0.8)させている.図

より,本節の一次摂動解はモンテカルロ･シミュレーションからの結果と良く一致していること

がわかる.また,どちらの図においてもceramic-poorな傾斜組成を有するFGMの標準偏差が3

種類の組成分布の中で最も大きい.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(

Fig･4･17 Standarddeviationofsteady-statetemperatureforBb=coandk-0･05
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

∈

Fig･4･18 Standarddeviationofsteady-statethermalstressforBb=のandk-0･05

図4･19,4･20はそれぞれ,k-0･05とした場合の定常温度と熱応力の標準偏差分布を,ビオ-数Bb

をパラメータにとり示している.相関パラメータBl,B2,B3,Clの値は上述のものと同一である.

図4･17,4･18と比較すれば,温度の標準偏差において異なった分布傾向が見られるが,標準偏差の

大きさは全板厚にわたって′J､さい.これは,加熱面のビオ-数が増すと板内部の温度上昇が促進

され,熱応力の標準偏差に及ぼす物性値のバラツキの影響がより大きくなるためである,

図4121al はそれぞれ,式(4.56)で与えられたランダムな物性値の標準偏差に対応して,組成分

布がceramic-rich,Linear,Ceramic-poorであるFGM平板の定常熱応力のバラツキを示したもので

ある.各図において,平均を挟んだ上下の線は,それぞれ平均に3Sl6,]を足したものと平均から

3Slo朝 を引いたものである.この二つの線で囲まれた範囲は,ランダムな熱応力が正規分布に従う

という条件下で,99.7%の確率でばらつく範囲である.これらの図からわかるように,熱応力のバ

ラツキは物性値のバラツキと定性的に異なっている.さらに,Ceramic-rich組成は決定論的にも確

率論的にも熱応力緩和の見地からceramic-poor組成よりも優れている.

図4122は,三つの異なる位置における熱応力の変動係数の絶対値を,パラメータkに対してプ

ロットしたものである.どの位置においても熱応力の変動係数とkとの間には線形関係が認めら

れる.Ceramic十rich組成とLinear組成をもつFGM平板の応答は,板厚中央付近において,熱伝導

率と線膨張係数のバラツキに対して最も敏感である.しかしながら,ceramic-poorの組成分布を

もつFGM平板の応答は,物性値のバラツキに対して加熱面近傍以外の場所で感度が非常に低い.
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∈

Fig.4･19 Standarddeviationofsteady-statetemperaturefork-0.05

0.2 0.4 0.6 0.8 1

6

Fig.4･20Standarddeviationofsteady-statethermalstressfork-0.05
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Fig.4･21Steady-statethermalstressdistributionwithconfidencelimitsandstandarddeviationofrandom

propertiesforBb=landk-0･05:(a)ceramic-richFGM,(b)linearFGMand(C)ceramic-poorFGM

8

6

こ

!D
]
^

03
t 4

2

0 0.05 0.1 0.15

k

Fig.4･22 CoefrlCientofvariationofthermalstressatdifferentloca･tionsagainstthevalueofk

forBb-めinthecaseofnocorrelationamongrandomproperties
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

G

Fig.4･24 Effectsofcorrelationparametersonstandarddeviationofsteady-statethermalstress

inceramic-richFGMforBb-landk-0.05

4.4 結 言

物性値の不確定性を考慮したFGM平板の確率論的熱伝導問題と熱応力問題について,熱伝導率

と線膨張係数が確率場である場合の,温度および熱応力の統計量 (平均と標準偏差)をモンテカ

ルロ･シミュレーション法 (4.2節)と摂動法 (4.3節)により定量的に明らかにした.また,物

性値のばらつき特性が異なるPSZ/SUS304傾斜機能平板が片面に対流加熱を受ける場合について

数値計算し,傾斜組成分布,加熱面のビオ-数,物性値の相関パラメータの違いが温度と熱応力

の標準偏差に及ぼす影響を考察した.

得られた主な結論を以下にまとめる.

1.温度と熱応力の標準偏差は時間とともに増加する.

2.物性値のバラツキが大きい位置が加熱面に近いほど,また加熱面のビオ-数が大きいほど,

温度と熱応力の標準偏差は大きくなる.

3.熱応力のバラツキは物性値のバラツキと定性的に必ずしも一致しない.

4.FGM の構成材料そのものの物性値がばらつく場合,および物性値がFGM 固有の微視構造に

基づいたバラツキ特性をもつ場合,ceramic-rich組成はLinear組成やceramic-poor組成と比較

して,熱応力の平均,標準偏差のどちらも効果的に低減できる.

5.熱伝導率の自己相関性が強いと温度の標準偏差は大きくなるが,線膨張係数の自己相関性が

強いと熱応力の標準偏差は小さくなる.また,熱伝導率と線膨張係数との間に相互相関が存
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在する場合,存在しない場合と比べて熱応力の標準偏差は低下する.

実際に製造されたFGM の物性値のバラツキに関しては,現状ではデータ不足書のため推測に頼

らざるを得ない.したがって,本研究から更に発展して,FGM の信頼性評価まで至るには,今後,

各製造法によって製造されたFGM の物性値がどれほどばらつくのか,その統計量を得ることが必

要である.

f今のところ,実際のFGMの物性値に関する統計データは,筆者の知る限り報告されていないようである,ただ

し,FGMのヤング率とポアソン比に関して,それらの統計量を数値的に予測するための微視力学的な確率モデル

がRahmanら(】04)によって提案され,その予測値が実験値と良い一致を示すことが報告されている.しかし,FGM

の熱応力緩和に重大な影響を及ぼす熱伝導率と線膨張係数の統計量に関する研究は皆無である.
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では板厚の半径方向変化を考慮する,本章で取り扱うFGM 円板は,その材料組成が一方向 (半径

方向)にのみ傾斜している.また,熱伝達率は半径方向にのみ任意に変化し,確率場としてその

平均値まわりをランダムな振幅でばらつくものとする.温度 ･熱応力の統計量の評価には,決定

論的な温度と熱応力に対する解析解を利用したモンテカルロ･シミュレーション法を用いた*･温

度に対する解析解は一種の積分変換法に相当するⅦdickaの手法により導出した.一方,熱応力

に対する解析解はヤング率の区分的ベキ乗関数近似により得た.

数値計算は,熱伝達率の平均が半径方向-増加する場合について,二種類の異なる傾斜組成分

布を有するFGM 円板に対して行った.熱伝達率の平均の大きさ,構成材料の体積分率分布,およ

び板厚変化が温度と熱応力の統計量に及ぼす影響について考察した.

5.2 解析モデル

非円筒面の熱伝達率77,Xが半径方向 (r軸方向)に任意に変化する内半径 a,外半径 bの傾斜機

能中空円板を考える (図5･1).この円板の非円筒面 (上下表面)は,それぞれ確定的な温度 Tu,Tl

の周囲媒体と按している.円板の材料は等方性であるカミ不均質で,その物性値--密度A 比熱 C,熱

伝導率1,ヤング率E,線膨張係数α-は半径座標 rの関数で確定的に与えられる.しかしながら,

熱伝達率77,Xには確率場とみなせる不確定性が存在しているものとする.また,この円板の板厚d

が次のようにγのベキ乗関数で与えられると仮定する.

d(r,-do(; )y (5･1,

ここで,doとyは定数であり,r∈[a,b]でd(r)/b≪1とする.もし,円板の温度が円周方向にも軸方

向にも変化せず,また内部熱発生/熱吸収も存在しないならば,この円板に対する一次元非定常熱

伝導間題の支配方程式は次式で表せる(111)

雲 評 言 -許 (チ+去 慧 +去 雷〕芸-X lTITu(r,i,,一票 志 [T-T(r,t,･

(5.2)

ここで,T,i,tzzTl,狗)はそれぞれ温度,時間,確率変数である.熱伝達率と物性値の任意の空間的

変化に対して式(5.2)の厳密解を得ることは不可能である.そこで,温度解析を容易にするため,

図5･2に示すように円板をn個の均質かつ一定厚さの環状層 (第i層の熱的物性値pL,CL･,lL,板厚dI)

に分割し,各層の熱伝達率をランダム定数77L,X,(i-1,2,.,.,n)で近似する.ただし,これらの離散

値は各層の中央半径における値で代表する.この近似は連続的な確率場を離散座標の確率場-と

変換することを意味する.円板の初期温度をTo(r)とし,r-aとr-bの側面に接する媒体の温度

はそれぞれTa(t),Tb(t)で与えられる.また,円板の内･外側面の熱伝達率はそれぞれPa,Aである.

書付録 Dと同様に,摂動法による解析も試みたが,この手法では,熱伝達率がランダム分布するFGM変厚円板の

温度場に関しては問題なく解析できる(Ilo)ものの,同問題の熱応力場を解析することは非常に困難であったため,

ここでは採用しない.
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n層に分割された円板の仮想界面の位置をr,(i-1,2,…,n-1)とする.さらに,円板には外力が一

切作用していないものとする.

確率量を有する物体の熱伝導問題を考えるにあたり,以下のような仮定を導入する.

(i)確率量77,とxL(i-1,2,-,坤ま確定量H,,GIと確率変動量h/,g,との和で与えられるものとする･

すなわち,

771-HI+hL, i-1,2, ･･･,n

x,-G,+g,, i-1,2,-,n

ここにHI,G/はそれぞれq/,x,の平均を意味する定数であり,したがってhl,gIの平均値は0である.

tMaterialA 口MaterialB

Fig.5･l PhysicalmodelandcoordinatesystemfわranFGMannulardiscofvariablethickness

ẑ

Fig.5･2 Discretizationbyasystemofstep-annularhomogeneousdiscs
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(ii)h,とgtの相関係数は,離散座標の確率場として次のような関数形で与える･これは付録 Fの図

F･1に示すように三角形の相関関数であり, JSp-Oql>1/Bでは相関をもたない･

pニ(p,q)

pg'g(p,q)

ph'g(p,q)

Elhphq]
Slhp]･Slhq]L 0, otherwise

Elgpgq]

Slgp]ASlgq]

Elhpgq]

(1lBILCp.-,Sq',.th崇 pis-eSqlS1/Bl, p,q-.,2,･･･,n (5･5,

‡lJB219p.I,SqL,.thとipis-eSqlSl/B2, p,q-1,2,･-,n (5･6,

(cl'1-B3LBp0,-9g2.,heJ?spe-3ql<1/B3, p,q-1,2,-･,n (5･7,Slhp]･Slgq] L 0, otherwise
ここで,El.]とSl･]はそれぞれ期待値と標準偏差である･また,鋸 ま第p層の中央半径であり,t9p

-(rp+rp_I)/2で定義される･B,(i-1,2,3)は相関性の強さにょって決定される正の定数であり,Cl

は同様に相関性の強さを表すが-1からlの間の定数である.

式(5.5H5.7)はそれぞれ,上面の熱伝達率の自己相関性 下面の熱伝達率の自己相関性,上下面

の熱伝達率の相互相関性を表している.Bl,B2が小さいほど熱伝達率の自己相関性は強く,Bl-B2

-0は確率変動量の完全相関 け なわち,各表面上の熱伝達率のランダム性がたった一つのランダ

ム変数で表現可能)を意味する.一方,Bl,B2が十分に大きい場合,式(5.5),(5.6)で表される自己

相関係数がクロネッカー ･デルタ8pqで近似できるため,熱伝達率のランダム性は帯域制限された

ホワイ トノイズに相当するLなお,相関係数ph'h,Pgg,Pこgの関数形に解析土の制限はなく,本章で
●

は一例として式(5.5H5.7)を採用していることに注意すべきである.

5.3 jtンテカルロ･シミュレ-ション
本章では統計量の評価にモンテカルロ･シミュレーションを用いる.この手法は以下の手順で

構成されている.

(i)式(5.5H5.7)を満足する確率量h,,g,を成分にもつベクトルh-(hl,h2,-,hn),g-〈gl,g2,-.,gn)を,

疑似乱数を用いて大量に (〟セット)発生させる.

(ii)各h,gに対応した熱伝達率を有する変厚FGM中空円板の温度と熱応力を計算する.そして,

この計算を〟回繰り返す.

(iii)得られた計算結果の統計処理を行い,所望の統計量を得る.

シミュレーション回数,すなわち〟が十分に大きい場合,得られた統計量はある値に収束する.

また,確率量h,,glの確率分布関数は任意に仮定できる.手順(i)については4.2.2節で詳説してい
る (rとaにhとgが対応することに注意).手順(ii)の計算には,熱伝達率が決定論的に与えられ

た場合の温度と熱応力の解析解を用いた.それらの導出過程の詳細については5.4節にて説明す

る.
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5.4 決定論的温度場および熱応力場の解析解

5.4.1 温度場

図5･2に示す板厚がステップ状に変化する複合中空円板において,その上下面の熱伝達率71,,X,(i

=1,2,‥.,n)が決定論的に与えられる場合の非定常熱伝導問題は次のように定式化される.

% % 許 諾 -k l- (r,t,,塙 [- (r,i,･, i-1,2,･･･,n (518,

7;-To(r), att=0, i-1,2,･･.,n

月号 -pal- (t)]-0, atr-ro-a

･n署 ･AlTn-Tb(t)]-0, atr-rn-b

77=T-.1, atr-ri, i-1,2,-,n-1

A,dl雷 -ll･.dL･.鷲 -, atr-ri, i-1,2,-,nll

一種の積分変換法に相当するⅦdickaの手法を用いて,式(5.8H5.13)に対する解を導出する.こ

の手法は複合領域の非定常熱伝導問題を簡便に解析できるため,任意の熱伝達率の変化を有する

円板(112)や傾斜機能材料のような不均質体(113)の温度場,発達した層流内部流れの温度助走区間に

おける温度場(114,115)の解析などに応用されている.この手法の詳細は参考文献(86)に記述されてい

る.このVbdickaの手法によれば,解は次式のように得られる.

co 2
7;(r,t)-∑ Qm(t)X,m(r)･∑L,,(r)T,(i), i-1,2,-I,nm-1 J=1

ただし,-

L,,(r)-C,,I.77,+X,A,d,"∫
/L
b<o
cf+

＼〕

ノ

T.(t)--Ta(t), T2(t)-Tb(t)

(5.14)

i-1,2,...,n, j=1,2 (5.15)

(5.16)

ここで,Io(A)とKo(･)はそれぞれ0次の第一種,第二種変形ベッセル関数である.式(5.15)に含まれ

る定数cLj,D,jは次の関係式より得られる･

4 旦禁 -paLll(a)-Pa, ln旦禁 +pbLnl(b)-0,

L,I(r,,-L(I..,.(r,,, ltd,旦禁 -A,..d,.1些 慧 里 , i-I,2,･･･,n-1 (5･17)
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4讐 -paL12(a,-0, 1n些 禁 +ALn2(b)絹 ,

Li2(r,,-L(,.1,2(r,,, ltd,響 -11･ldI･1禦 , i-1,2,･･･,n-1 (5･18)

xtm(r)は式(5.8),式(5.10H5.13)に対応した固有値問題の解であり,次式で与えられる.

x,m(r)-A,mJ.(u,mr)+B,mY.(uimr) (5.19)

ただし,

uLm-厚 :雷 (5･20)

ここで,Jo(･)とYo(A)はそれぞれ0次の第一種,第二種ベッセル関数,ymは固有値である.式(5.19),

(5.20)はrZ/K,>(T7,+X,･)/(4di)の場合にのみ有効で,rl/Kl<(ql+X,)/(4di)と

rZ/K,-(77,+X,)/(4dl)の場合はそれぞれ,式(5.19)の代わりに次のものを用いる.

xtm(,)-A.mI.(u.･mr)+B,mK.(u,*m,) for立通 土 む くoK, AldL

ulm=
?,+X,rZ
1,dl K,･

xlm(r,-AJmhr+B,- for告一堕君 -o

ただし,

(5.19)-

(5.20)I

(5.19)-I

未知定数A,m,B,mの決定に必要な条件式は,式(5.14H5.20)を式(5.10H5.13)に代入することで次式

のように得られる.

4 讐 -paxlm(a)-0, ln讐 +pbXnm(b)-0,

dX"n(r,)_, ] dX(,･..)m(r,)
X,m(r,)-X(I."m(rL), Ald/ -lip__V''-A,..d,..dr 'l-‥ T■ dr

i-1,2,･･･,n-1 (5.21)

固有値7Tm(m-1,2,...)は,未知係数A"n,B,mがo以外の解をもつための条件から決定でき,次式の

超越方程式の正根として得られる.

G･El･E2日E〟_1･a-0

ここで,
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G=
[ulmJl(ulmrO,･iJo(ulmrO,ulmY(ulmrO,･iYo(ulmrO,]
[-u:mI･(u:mro,Ii Io(ul･mro,ul･mKl(ul*mro,Ii Ko(ul,mro,],

li -i hro -i ]

E,=Ci･Dt.I,

-A,d,u,mY(ulmrl)-Yo(uLmri)
1.d,u,mJ.(ulmr,) Jo(u,mri)

C.-

I),.1-

-1ldiu,:nK.(ul'mr,) -K.(uITmr,)
-̂Id,ul*mI.(u,'mr,) I.(u,*mrl)

11ir一nl
Jolu(,.1)mri] Y.lu(i..)mrt]

-A,.ld,..u(,.I)mJllu(,..)mr,]-A,.Id,.lu(,..)mYlu(,.I)mr,]
Iolu('i.1)mr,] Kolu('i.1)mr,]

1,.ld,.lu(*).I)mZllu(+,.I,,nr,]-A,.ldl.1u(*,.I,mKIlu(*,･.I,mrt]
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unmy(unmrn,一号Yo(un",rn,
-unmJl(unmr",･告 Jo(unmrn,

a=
u;mKl(u;mrn,-iKo(un'mrn,
u;mIl(u;-rn,･告Io(u:-rn,
尾
n̂

上 ihrn

0

0

0

>

<

ニ

ト

ノー

し

ここで,Jl(･),Yl(.)はそれぞれ 1次の第一種,第二種ベッセル関数であり,Il(I),Kl(.)はそれぞれ 1

次の第一種,第二種変形ベッセル関数である.式(5.22),(5.23)から明らかなように,超越方程式は

ymの値に応じて変化する.したがって,固有値の探索は十分注意して行う必要がある.

関数@m(t)は次のように表される.

･m(t,-exp(ヰ +匝 )lqJ〃(I,一妾ImJ字 ]dT) (5･24,

ここで,展開係数fm,qm(t),lm,U-1,2)は次式で与えられる.

fm-
妄f I:llrlTo(r,一妾LtJ(r,,,(0,]xtm(r,dr

qm(t)-

lmJ-

妄箸I:llrlXJm(r,･2dr

i l:llrlq,Tu(r,t,IXIT(r,t,]x,m(r,dr
葺箸),;flX,-(r,,2dr

若君l:1.rLI,(r,XIm(r,dr
妄箸J:1.rlxJm(r,,2dr

ノ=1,2

-84-

(5.25)



第5章 放熱面における熱伝達率が確率場の場合

5.4.2 熱応力場

板厚が式(5.1)のように変化するFGM中空円板が軸対称温度分布をもつ場合の,平面応力問題の

近似解析解を導出する.平面熱応力問題のフックの法則を半径方向変位 Uで表すと(116)

E(r)

C'rr=丁二手

E(r)

6cc=仁 75

〔筈 .芋 〕
一旦坦 α(,)T･(,,t)
1-V

(;･vg)
-空色 α(,)T･(,,t)
1-1ノ

(5,26)

(5.27)

ここで,oT,,,OTeCはそれぞれ応力の半径方向成分と円周方向成分である.T*は基準温度†からの温度

変化量を意味する.E(r),a(r)はそれぞれヤング率と線膨張係数であり,どちらも半径座標rの任

意関数である.一般的な工業材料の範囲内でポアソン比tP)材料依存性は大きくないという事実か

ら,ここでは簡単化のため,FGMのγを一定値とした.式(5.26),(5.27)を平衡方程式に代入すると,

Uの満足すべき微分方程式を次式のように得る.

許[孟芸 +y･1]急 [蒜若･vyl;

盲誌 錘 r,d(r,α(r,T*(r,t,, (5･28)

ヤング率の任意の不均質性に対して式(5.28)の厳密解を得ることは不可能である.そこで,その任

意の不均質性に対処するため,温度場の解析と同様に,円板を半径方向-k個の環状層に分割し,

各層のヤング率をrのベキ乗関数EJ(r)-Eo,rx'U-1,2,-･,k)で近似する･ただし,この分割は5･2
節で述べた温度解析のための分割と同一である必要はない.本章では,最も単純な近似である｢分

割した各層におけるヤング率を相異なる一定値と近似する｣ことは避けた.なぜなら,各仮想界

面で円周方向応力が不連続になるという,連続的な組成変化を特徴とするFGMにとって望ましく

ない結果をもたらすからである･なお,パラメータEouおよびxJの決め方については付録Gにて

説明する.

このヤング率の区分的ベキ乗関数近似を導入すれば,式(5.28)は次式のように表記される.

竺 +聖 ヱ± 里聖 +V(x,+y)-I,, 1+v a

U,-孟 ㌫ 孟 [EJ(r)d(r)α(r)T*(r,i)] (5･29)ar2 r ar r2 ーJ E,(r)d(r)arL~ノ＼r

ここで,Ujは第j層の半径方向変位である･式(5･29)の一般解は

Uj-C:JrCl,･C2'JrS2,･皇(ll,m11警 告 音m=l

ただし,

rl-s"･J

両 面 i lEJ(r,d'r,α(r,T8(r,i,･dr '5･30'

†拘束されていても物体内に応力が生じない温度のこと.
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glj,C2j=
-(x,+y)± (x,+y)2-4lv(x,+y)-1]

(5.31)

式(5.31)の判別式は一般の工業材料のポアソン比に対して常に正である.したがって,cIJとSIJは相

異なる二実根である.式(5.30)を式(5.26),(5.27)に代入すれば,最終的に第ノ層における二つの応力

成分が次のように得られる.

q",- 等 差 (smj･V,rCn･J-1Ic. (- 1,豊 1二 -, - (x,･y ,,fr-cqa(r,T･(r,i,drI (5･32,

g"1-等 差 (.IvsmJ,rSn･J-I‡C. (l l,mX l1-c m, - (xJIy ,･fr一cmJa(r,T ･(r,t,dr )

-E,(r)a(r)T*(r,t) (5･33)

円板の内･外側面には外力が作用していないと仮定しているため,境界条件は次式で与えられる.

J,,1=O atr=a

g,rk=Oatr-b

一方,仮想界面での連続条件は

C,",-cT〝(,.1) atr=rj, j=1,2,･･･,k-1

U,-U,.Iatr=rj, j=1,2,-,kll

(5.36)

(5.37)

式(5･32),(533)に含まれる未知定数C.',,C2*ノは式(5･34H5･37)から決定される･

5.5 数値計算結果と考察

5.5.1 計算条件の設定

数値計算の一例として,マルテンサイ ト系ステンレス鋼(sUs410)と部分安定化ジルコニアPSZ)

の組合せからなる傾斜機能中空円板が,典型的なガスタービンディスクが受ける熱負荷にさらさ

れる場合を考える.この場合,熱は一定温度Tbのガスによって円板の外縁部から一様に供給され,

また,冷却流体の強制対流によって円板表面から除去される(117).解析の一般性を考慮して,次の

ような無次元量を導入する.

Ba-晋 , Bb-苦, ㊥a(I,-響 , d-0-i, i-言,
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a--言, T譜 , ou(i,I,-警 迫 , ol(i,T,-響 ,

o･(i,T,-三㌢ , Oo(i,-晋 , 6--(i,T,-慧 岩 , 6-"(i,T,-笥欝 ,

瓦-苦 , 6,-%, 右.芋 J g-I-晋 (5138)

ここで,A,Ks,Es,qはそれぞれ SUS410の熱伝導率,熱拡散率,ヤング率,線膨張係数である.

表 5･lにSUS410とpszの物性値を示す.また,FGMの材料組成分布は次のようなべキ乗別で

与えられるものとした.

fpsz-(誓)" (5･39,

ここで,fpszはPSZの体積分率,Nはべキ指数である.図513に示すように,数値計算は二種類の

傾斜組成分布-セラミックリッチ(〟-0.3)およびセラミックプア(〟-3ト に対して行った.各材料

組成分布に対するFGMの材料特性は,密度と比熱に関しては線形複合則より算出し,それ以外は

Mori-Tanakaの理論(81)を用い,さらに中間層(0.3<fpsz<0.7)においては,母相と分散相の識別にフ

ァジィ推論(82)を併用して算出した.

Table5･l MaterialpropertiesofSUS410andPSZ(74,118,119)

llW/(m.K)] ElGPa] α[K~l] plkg/m3] clJ/(kg･K)]
sUs410 24.91 200 11.7×10-4 7,750 461

psz 1.67 211 2.93×10-6 5,730 467

また,円板の上下面で熱伝達率の平均は互いに等しいとし,その空間的変化として次式のべキ

乗関数を定義する.

H(i)-G(i)-m･fo･6 (5.40)

これは,ガスタービンディスクのように周囲媒体が乱流となるような高速回転円板の,実際の表

面熱伝達率分布に対する第一近似とみなせる(120).パラメータ刑は熱伝達率の大きさを規定してい

る.瓦 ,a (i-1,2,…,n)の値はE-(EI+fE_1)/2で定義される各層の中央半径での万(i),百(i)の評

価値として得られる.
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Fig.5･3 VolumefractionprofilesofPSZalongtheradialdirection

数値計算諸元として次の値を採用する,

Ba=0, Bb-め, do=0105, ㊥u-OI-0, V=0.3,

a-=0.2, ㊥｡-0, Bl-B2=5, C1-0, n-k-50 (5.41)

ここで,Brownら(117)と同様に中空円板の内側面は断熱されているものとした.また,円板の初期

温度を基準温度にとった.本数値計算では簡単化のために,熱応力解析のための層分割は温度解

析の際に用いたものと同一とし,全半径にわたって等間隔 (キザミA- (11万)/n)に分割してい

る.nの値はランダムな熱伝達率の空間周波数特性に応じて適切に選択する必要がある.その選

択方法の詳細は付録Eにて説明する.本数値計算では,熱伝達率のランダム性はその変動係数に

よって特徴づけられるものと仮定し,それを次のように与える.

V=塑 ユ墾星 =0.2
H, G,

(5.42)

式(5.42)は,ランダムな熱伝達率が正規分布に従うならば,その平均まわりに土60%の範囲でばら

つくことを意味する.

式(5.14)に含まれる無限級数は,温度の統計量について有効数字を4桁得るために,a'-50と近

似して以下の計算を行った.
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5.5.2 決定論的な温度と熱応力に対する解析解の検証

5.4節で導いた解析解の妥当性を示すため,非円筒面が断熱されている一様厚さの不均質中空円

板を考える.不均質性は次式で与えられるものとする.

A(i)=んexp

α(i)=αoexp

,E(i)=Eoexp(NE慧),
(5.43)

この不均質円板に対して,Zenkour(116)は定常温度と熱応力の厳密解を得ている.5.4節で導いた解

析解とZerikourによる厳密解を用いて,N1-1n(2.09/204),NE-1n(151/70),Na-ln(1/2.3),無次元内側

面温度㌔爪 -290/1290として温度分布および熱応力分布の比較を行った (図5･4).図の縦軸には

上記文献内で使用されている無次元量を用いている.この図より,導出した解析解と厳密解は温

度,熱応力とも良く一致しており,層分割数をn-k-50にとれば工学的に十分な精度で解析でき

ることが示された.
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第5章 放熱面における熱伝達率が確率場の場合

5.5.3 解析結果の収束に及ぼすシミュレーション回数の影響

モンテカルロ･シミュレーションに基づく解析結果の収束状況を調べるため,5.3節で述べたベ

クトルh,gのセットを2000個発生させ,これらのサンプルを用いて複数の位置での温度および熱

応力値を計算した.図5･5はm-0.1,N-0.3,y--0.5とした場合の3つの異なる位置 (i-0.2,0.6,

0.9)における定常温度の平均と標準偏差の収束挙動を示している.シミュレーション回数が 1000

を越えると平均の変動は0,5%以内であるため,平均はほぼ一定とみなせるだろう.一方,標準偏

差は平均と比べるとかなりの変動を示している.しかしながら,シミュレーション回数が 1500を

越えるとその変動は1%以内に収まる.したがって,1500サンプルを用いれば解析結果の十分な

収束が得られることがわかる.同位置における応力値の収束に関しても同様な結果が得られた.

これ以降に示す結果は全て,サンプル数を1500としたシミュレーションから得られたものである.

5.5.4 温度の二次統計量

はじめに,熱伝達率の平均の大きさと構成材料の体積分率分布が及ぼす温度の統計量の非定常

分布-の影響について考察する.図5･6a-Cはそれぞれ,m-0.01,0.1,1とした場合の無次元温度O

の平均と標準偏差を示したものである.図5･6C中の内挿図は,平均,標準偏差ともに変化の大き

な0.9≦f≦1の範囲を見やすくするため,横軸のレンジを拡大したものである.まず,どの図に

おいても,平均と標準偏差はフーリエ数T,すなわち時間とともに増加していることがわかる.さ

らに,平均は半径方向に単調に増加しているが,標準偏差の分布は単調ではなく,極大値をもっ

ている.が 小さい時,加熱面近傍で大きな温度勾配が生じるため,同領域に標準偏差の極大値が

現れている.そして時間の経過とともに,その極大値を生じる位置は内半径側-移動している.

これは熱が徐々に内半径側-伝導するからである.極大値の位置の移動量はmが大きいほど小さ

く,那-1の場合,その移動量は外半径のわずか3%程度にすぎない.

図5･6の3つのグラフの比較から,平均分布において,桝が大きいほど外半径上での温度勾配

がより急峻なことがわかる.これは,周囲媒体-の熱放散がmの増加にともない促進されるため

である.mの値,すなわち熱伝達率の標準偏差の大きさ*が2オーダ変化するにもかかわらず,定

常時の㊥の標準偏差が同一オーダにあることは興味深い.しかし同オーダにあっても,mが大き

いほど標準偏差の極大値は大きく,より尖った分布形状を呈す.式(5.40),(5.42)から明らかなよう

に,本計算例では熱伝達率の標準偏差は内半径上で最も小さく,半径座標とともに増加している.

しかし,温度の標準偏差は内半径側で必ずしも小さくなく,特に刑が小さい場合にこの傾向は顕

著である.したがって,熱伝達率のバラツキと温度のバラツキは定性的に必ずしも一致しないと

言える.なお,温度と熱応力の標準偏差に及ぼす∽値の影響について,付録Hにて詳しく考察し

ている.

'変動係数 V-一定の条件下では,式(5.42)より,熱伝達率の平均をMオーダ変化させると,熱伝達率の標準偏差
も〟オーダ変化する.
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第5章 放熱面における熱伝達率が確率場の場合

図5･6a-Cにおいて組成分布の影響に注目すると,セラミックプアな組成(N-3)は,熱伝導率が

大きい金属の配合比が高いため,内半径側まで熱が良く伝わっている.一方,セラミックリッチ

な組成(〟-0.3)は,外半径側の豊富なセラミックによる高い遮熱性のため,内半径側の温度はセラ

ミックプアほど上昇していない.加えて,二つの異なる組成分布間での㊤の標準偏差の差が時間

とともに大きくなっている.各時刻における,二らの異なる組成分布間での標準偏差の大′.卜関係

は半径位置とともに変化するが,極大値で比較すると,常にセラミックリッチ組成のほうが大き

い.

Continuedonthenextpage
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Figl5･6 Thetransientdistributionofthestatisticsofthedimensionlesstemperaturewithy--0.5forN-

0.3(Solidlines)andN-3(dashedlines),for(a)m-0101,(b)m-0.1and(C)m-1
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5.5.5 熱応力の二次統計量

次に,熱応力の統計量の非定常挙動について考察する.図5･7a-Cはそれぞれ,m-0.01,0.1,1と

した場合の無次元半径方向応力6-,,の平均と標準偏差を示している.これらの図からわかるように,

平均は必ずしも時間とともに増加していない (例えばm-0.01の場合,時間経過とともに平均は

引張から圧縮-と変化している)が,標準偏差は常に増加している.さらに,mの値の増加は6-,,
の絶対値を減少させ,その標準偏差の変化レンジも狭めている.標準偏差の分布傾向は平均のそ

れと非常に良く一致している.すなわち,標準偏差はElt7-,,]の絶対値が大きい場所で大きな値を示

す傾向にある.

C'-"の標準偏差に及ぼす材料組成分布の影響は,温度場と同様,時間とともに増大している.二

つの異なる材料組成に対する標準偏差の最大値を比較すると,m-0.01,I-COの場合を除いて,セ

ラミックプア組成の標準偏差がセラミックリッチ組成のそれよりも大きい.この結果は温度場の

結果と異なっている.この理由は,セラミックプア組成のFGM 円板では,線膨張係数が大きい金

属の配合比が高いため,温度のバラツキが熱膨張量の大きなバラツキをもたらし,結果として,

熱応力の標準偏差を大きくするからである.
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%

(a)

Continuedonthenextpage
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Fig.5･7 Thetransientdistributionofthestatisticsofthedimensionlessradialstresswithy--0.5forN-

0･3(solidlines)andN-3(dashedlines)jor(a)m=0･01,(b)m-0.1and(C)m-1
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図5･8a-Cはそれぞれ,m-0.01,0.1,1とした場合の無次元円周方向応力6ccの平均と標準偏差を

示している.半径方向応力の場合と同様に,①標準偏差は時間とともに増加する②標準偏差に及

ぼす材料組成分布の影響も時間とともに大きくなる③標準偏差の変化レンジはmの値の増加につ

れて縮小傾向にある-ことが図から読みとれる.標準偏差の最大値はmが大きい場合,加熱面近

傍に現れるのに対し,mが′｣＼さい場合は側面上に現れている. 01-88の標準偏差の最大値がcr-,,のそ

れよりも約5-12倍大きいことは注目に値する.組成がセラミックリッチよりもセラミックプア

な場合において,熱応力が温度のバラツキに対してより敏感に応答することは,半径方向応力と

共通である.
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Fig.5･8 Thetransientdistributionofthestatisticsofthedimensionlesstangentialstresswithy-｣),5for

N-0.3(Solidlines)andN-3(dashedlines),for(a)m=0.01,(b)m=0.1and(C)m-1
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図519は,0.-ccの標準偏差に及ぼす熱伝達率の変動係数の影響について示したものである.内径･

外径上での標準偏差は変動係数と比例関係にある一方,中央半径近傍(E=0,6)では変動係数が増加

してもo=88の標準偏差は低いままである･しかしながら,変動係数を変化させても6-ccの標準偏差

分布の形状は著しく変化せず,この傾向は材料組成パラメータⅣとは無関係に確認された.

Fig･5･9 Relationshipbetweenthestandarddeviationof5ccandtheCOVofheattransfercoefrlCients,V,

fory-｣).5,N-03,m=0.01andI-∞

5.5.6 板厚変化の影響

最後に,温度と熱応力の統計量に及ぼす円板の板厚変化の影響について考察する.図5･10-5･12

はそれぞれ,定常時における温度,半径方向応力,円周方向応力の平均と標準偏差を示したもの

であり,式(5.1)中のγをパラメータにとっている.図5･10に示されるように,γが減少する,す

なわち半径方向への板厚減少量が大きくなるにつれて,円板の温度は低下している･また,γの

減少は円板内の広い領域で標準偏差も低下させるが,加熱面近傍では逆に標準偏差の増加をもた

らしている.熱応力に関しても同様に,γが減少するにつれて標準偏差は低下している (図5･11,

5･12).さらに,温度,熱応力のどちらに関しても,セラミックプアFGMの統計量はセラミック

リッチFGMのそれ以上に板厚変化の影響を受けやすい傾向にある.
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Fig･5110 Theeffectofthediscthicknessvariationonthemeanandstandarddeviationofthesteady-state
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Fig.5･11 Theeffectofthediscthicknessvariationonthemeanandstandarddeviationofthesteady-state

dimensionlessradialstresswithm-0.1forN-0.3(solidlines)andN-3(dashedlines)
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Fig.5･12 Theeffectofthediscthicknessvariationonthemeanandstandarddeviationofthesteady-state

dimensionlesstangentialstresswithm=0.1forN=0.3(solidlines)andN-3(dashedlines)

5.6 緒 言

表面の熱伝達率が空間的にランダムなFGM変厚中空円板が,決定論的な温度をもつ周囲媒体か

ら軸対称加熱される場合の確率論的熱伝導 ･熱応力問題を解析した.熱伝達率のランダム性が確

率場としてモデル化できるという条件の下で,円板の温度と熱応力の二次統計量 (平均と標準偏

差)を,決定論的温度および熱応力に対する近似解析解を用いたモンテカルロ･シミュレーショ

ンにより評価した.上記の近似解析解はVbdickaの手法とヤング率の区分的ベキ乗関数近似を利

用して導出した.数値計算は,熱伝達率の平均が半径方向-増加し,かつ熱伝達率の変動係数が

面内で一定の場合について,二種類の異なる傾斜組成分布を有するPSZ/SUS410系FGM中空円板

に対して行った.熱伝達率の平均の大きさ,構成材料の体積分率分布,および板厚の変化が温度

と熱応力の統計量に及ぼす影響について考察した.

得られた主な結論を以下にまとめる.

1,温度の平均と標準偏差は時間とともに増加し,標準偏差に及ぼす材料組成分布の影響も増大す

る.また,温度の標準偏差分布は極大値をもち,その値はセラミックプアFGM よりもセラミ

ックリッチFGMの方が大きい.一般に,熱伝達率と温度の間で標準偏差の分布は定性的に一

致しない.

2.半径方向応力の平均は必ずしも時間とともに増加しないが,その標準偏差は時間経過につれ

て必ず増加し,標準偏差に及ぼす材料組成分布の影響も時間とともに増大する.温度場とは
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異なり,標準偏差の最大値は,セラミックリッチFGM よりもセラミックプアFGM において

大きくなる傾向にある.一万,円周方向応力の標準偏差がもつ特徴は,上記の半径方向応力

の標準偏差の特徴と一致するが,値そのものは半径方向応力の標準偏差と比較して非常に大

きい.

3.半径方向-板厚が減少する円板は,等厚円板と比較して,その熱応力場が熱伝達率のランダ

ム性の影響を受けにくいため,ロバス ト性の向上が期待できる.

セラミック/金属からなる二相組織FGM の熱応力破壊を抑制するには,その主原因であるセラ

ミックの体積分率が高い高温側での引張応力をいかに緩和するかがキーとなる.このような意味

から,熱応力緩和型 FGM の傾斜組成として一般に,｢セラミックリッチな組成｣が決定論的熱応

力解析に基づき採用されている.結論2は,セラミックリッチなFGM はランダムな熱伝達率によ

って引き起こされる熱応力のバラツキを効果的に抑制できることを示唆している.したがって,

FGMの材料設計を行う際,その組成分布をセラミックリッチな分布とすることが決定論的な見地

からも確率論的な見地からも望ましいといえる.
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本論文は,スペースプレーンや高温ガスタービン,原子炉などのように,高度の安全性が要求

される高温構造体の信頼性評価に資することを目′的として,熱負荷条件や物性値などに不確定性

を含む不均質体の温度･熱応力の統計量を数理解析的に評価する方法について論じたものである.

その中でも特に,不均質体の熱応力に対する確率論的評価手法の開発は,熱応力緩和型 FGMの宇

宙機-の適用が検討されている今日において重要課題であり,本論文の産業界-の貢献が期待さ

れるところである.

第 1章では,本研究の社会的背景と工学的意義および目的を示し,関係する既往の研究につい

て整理した.また,本研究の根底にある概念である ｢確率過程｣と ｢確率場｣について,その基

礎事項を概説した.

第2章では,ランダム変動する温度をもつ周囲媒体から対流加熱を受けるFGM無限平板の確率

論的熱伝導および熱応力問題を解析し,PSZとsUS304からなるFGM無限平板が,ホワイトノイ

ズと定常マルコフ過程で表現される周囲媒体温度により片面ランダム加熱される場合について数

値計算を行い,傾斜組成と温度 ･熱応力の二乗平均との関係を考察した.その結果,以下の結論

を得た.

(∋決定論的熱応力解析に基づいて最適化された組成分布は,ランダム加熱を受けるFGM無限平

板の熱応力変動の大きさと変動領域の広さからみて最適な組成分布とはいえず,傾斜組成を

セラミックリッチな組成とすることで板厚全域にわたって熱応力変動を効果的に抑制できる.

②熱負荷に含まれる低周波成分の割合が高くなるほど,温度変動はFGMの組成分布の種類によ

らず大きくなる.

③熱負荷の周波数スペクトル特性が熱応力変動に及ぼす影響は,組成分布の種類によって変化

する.

第3章では,初期温度が空間的にランダム分布しているFGM無限平板の非定常熱伝導問題と熱

応力問題について論じた.psz/sUS304系FGM無限平板の初期温度がホワイ トノイズと-様マル

コフ確率場で与えられる場合に対して数値計算を行い,傾斜組成の相違が温度と熱応力の二乗平

均に及ぼす影響について考察した.その結果,以下の結論を得た.

①初期温度の確率場モデルに係わらず,温度の二乗平均値はセラミックの体積分率を増すと大

きくなり,熱応力の二乗平均値は逆にセラミックの体積分率を低くすると大きくなる.

②初期温度がホワイ トノイズと一様マルコフ確率場の場合において,温度および熱応力の二乗

平均値は時間の経過とともに減少し,それらの分布傾向は熱移動開始直後の極めて短時間を

103



第6章 総 括

除いて,両確率場モデル間で類似している.

③熱応力の二乗平均値は,初期温度がホワイ トノイズの場合,経過時間の短い時に平板内部で

大きな値を示し,その後ある時刻から平板表面で最大値をとるが,初期温度がマルコフ確率

場の場合は,常に平板表面に最大値が現れる.

④初期温度分布の空間周波数特性が広帯域になるにつれ,ランダム性の影響は速く減衰する.

第 4章では,物性値の不確定性を考慮したFGM無限平板の確率論的熱伝導問題と熱応力問題に

ついて,熱伝導率と線膨張係数が確率場で与えられる場合の温度および熱応力の統計量 (平均と

標準偏差)を,モンテカルロ･シミュレーション法 (4.2節)と摂動法 (4.3節)により定量的に

明らかにした.また,物性値のばらつき特性が異なる複数のPSZ/SUS304傾斜機能平板が片面を

対流加熱される場合について数値計算し,傾斜組成分布,加熱面のビオ-敬,物性値の相関パラ

メータの違いが温度と熱応力の標準偏差に及ぼす影響を検討した.その結果,以下の結論を得た.

①温度と熱応力の標準偏差は時間とともに増加する.

②物性値のバラツキが大きい位置が加熱面に近いほど,また加熱面のビオ一致が大きいほど,

温度と熱応力の標準偏差は大きくなる.

③熱応力のバラツキは物性値のバラツキと定性的に必ずしも一致しない.

④FGM の構成材料そのものの物性値がばらつく場合,および物性値がFGM固有の微視構造に

基づいてばらつく場合,ceramic-rich組成は熱応力の平均,標準偏差のどちらも効果的に低減

できる.

⑤熱伝導率の自己相関性が強いと温度の標準偏差は大きくなり,線膨張係数の自己相関性が強

いと熱応力の標準偏差は小さくなる.また,熱伝導率と線膨張係数との間に相互相関が存在

する場合,存在しない場合と比べて熱応力の標準偏差は低下する.

第 5章では,非円筒面の熱伝達率が空間的にランダムなFGM 円板の確率論的熱伝導問題および

熱応力問題について論じた.半径方向に厚さが変化するFGM変厚中空円板の温度と熱応力の二次

統計量をモンテカルロ･シミュレーションにより定量的に評価した.熱伝達率の平均が半径方向

-増加し,かつ熱伝達率の変動係数が面内で一定の場合について,二種類の異なる傾斜組成分布

を有するPSZ/SUS410系 FGM 円板に対して数値計算を行い,熱伝達率の平均の大きさ,構成材料

の体積分率分布および板厚の変化が,温度と熱応力の統計量に及ぼす影響について考察した.そ

の結果,以下の結論を得た.

①温度の平均と標準偏差は時間とともに増加し,それに合わせて標準偏差に及ぼす材料組成分

布の影響も増大する.

②一般に,熱伝達率の標準偏差分布と温度のそれとは定性的に一致しない.

③温度と同様,熱応力の標準偏差は時間の経過につれて必ず増加し,標準偏差に及ぼす材料組

成分布の影響も時間とともに増大する.

④熱応力の標準偏差は半径方向応力よりも円周方向応力において,またセラミックリッチFGM
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よりもセラミックプアFGM において大きくなる傾向にある.

⑤半径方向-板厚が減少する円板は,一様厚円板と比較して,その熱応力場が熱伝達率のラン

ダム性の影響を受けにくいため,ロバスト性の向上が期待できる.

以上,本論文では確率変動量の種類に応じて問題を場合分けし,各章で個別に温度と熱応力の

統計量について考察した.実際問題として,FGMはその製造プロセスの性格上 物性値に不確定

性を必ず含む.したがって,FGM の各種物理問題を解析する際には物性値の不確定性を考慮する

ことは必須である.一方,その他のパラメータを確率量と見なすか否かは想定している使用環境

による.たとえば,熱負荷条件に無視できない不確定性が存在するならば,そのランダムな熱負

荷に起因する温度 ･熱応力の統計量と物性値の不確定性に起因した統計量の双方を考慮して,シ

ステム全体としての最終的な統計量を評価する必要がある.

最後に,本研究に関する ｢今後の課題と展開｣について述べ,本論を閉じる.

(i) 従来から,ランダム加熱を受ける物体の熱伝導 ･熱弾性解析に関する研究では,定常過程の

みが対象とされていたため,熱的境界条件として与える時間関数が地震動のように非定常な

確率過程である場合には,区分的に定常な区間を仮定し,区間ごとに定常過程として解析を

行い,それから各区間を再びつなぎあわ掌るといった工夫が必要であった･実際の操業中に

おいて,構造体 (特に FGM の使用が検討されている先進構造体)が定常確率過程として扱

うには難のある熱的負荷にさらされる場合は少なくない.このことから,従来の定常確率過

程論の枠組みの中で扱われた上記解析を,非定常確率過程に対して拡張することが必要であ

ろう.

(ii)FGMの物性値に含まれる不確定性は,構成材料そのものの物性値のバラツキやFGM 固有の

複雑な微視構造のバラツキに起因すると考えられる.そのため,複数の構成材料が混合状態

にある微視的な組織に注目し,そのミクロなスケールにおけるパラメータ (構成材料の物性

値の他に,例えば,分散粒子の形状やサイズ,ネットワーク構造における材料同士のからま

り具合など)を確率量とみなした ｢マイクロメカニクスに基づく確率論的研究｣も残された

課題の一つであろう.均質化法や重合メッシュ法などに代表されるマルチスケール解析法と
∫
確率有限要素法を組み合わせることで,この種の解析が可能になると思われる.

(iii)厳密に考えると,物体表面の熱伝達率は,その影響因子の多さから空間的にも時間的にも変

動するものである.第5章および付録Dでは,熱伝達率の空間的な変動にのみ注目し,時間

的には不変であるとして確率論的解析を行った.今後は,熱伝達率を時空間確率過程 (確率

過程と確率場を合わせたもの)としてモデル化し,時間的なランダム性の影響を考慮して温

度と熱応力の統計量を評価することが課題となろう.

(iv)宇宙往還機の機体材料としてFGM を使用する場合,1500K以上もの温度落差にさらされるこ
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とになるため,部分的には塑性変形する可能性が大いにあり得る.したがって,本論文で示

された弾性域での議論を塑性域まで発展させるため,熱弾塑性挙動に関する同様な確率論的

研究を行うことも,実際のFGM構造体の信頼設計の観点からは重要であろう.
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付録 B

球状粒子分散型複合材料の物性値は,Mori-Tanakaの理論(81)に基づき次式により決定される.

KC-Km+

GC-Gm+

i(K,-Km)(3Km+4Gm)

3Km+4Gm+3(1弓 )(K,-Km)I

f(G,-Gm)5Gm(3Km+4Gm)

5Gm(3Km+4Gm)+6(1-i)(Km+2Gm)(G,-Gm)

αC-tap+(115)am+

A C -Am+

i(1-i)(α｡-αm)(K,-K…)

3KpKm

4cm
+EK,+(1-i)Km

3銑 (有 司 n) K=__j
3 1m･(1-i)(A,- 1m)' 3(1-2V)'

ここで,K:体積弾性係数,G:横弾性係数,α:線膨張係数,1:熱伝導率,E:ヤング率,1':

ポアソン比である.また,Eは球状粒子の体積分率,下添え字 p,mはそれぞれ球状粒子と母相の

物性値を意味し,上添え字Cは複合材料の物性値*を意味する.

熱応力緩和型FGM においては,一般的に冷却側では母相が金属で球状粒子がセラミック,高温

側では母相がセラミックで球状粒子が金属という構成になっており,その中間部分でそれらの関

係が反転している.構成材料の体積分率が 0.3-0.7の中間層においては,ミクロ組織がネットワ

ーク構造となり,球状粒子と母相の区別が暖味である.そこで Fuzzy推論法(87)により,球状粒子

と母相の識別の暖昧性を考慮して,次式により各材料特性を算出した.

M(MM,Mc,yM,yC)-MMyM+Mcyc (B･2)
γM+γC

ここで,MM,Mcは熱伝導率,ヤング率などの各材料特性について,それぞれ母相を金属,分散粒

子をセラミックと設定したものと,その逆の母相をセラミック,分散粒子を金属とした場合の

Mori-Tanakaの理論から算出される材料特性である.また,yM,yCはそれぞれセラミックの体積分

率により決定される金属とセラミックの ｢母相-の適合度 (満足度)T｣である.ここでは,セラ

ミックの体積分率女が03< fc<0.7の範囲にある中間層において,図B11に示すような線形変化

するメンバシップ関数を採用することで,母相と球状粒子との区別の暖昧性を考慮して物性値を

算出する.セラミックの体積分率が 0.5の位置で母相と球状粒子を単純に入れ替えたものは,入

れ替えの前後でMori-Tanakaの理論から算出された物性値が不連続になるが,本Fuzzy推論法を用

いることで,体積分率の変化に対して物性値が連続になる.

'複合材料の巨視的な (マクロな)物性値のこと.

†二つの集合"球状粒子Hと"母相Hがあり,あるセラミックの体積分率値に対して ｢金属がどれだけ"母相"に属する

か｣の度合いを表すメンバシップ関数がyM,｢セラミックがどれだけ"母相Hに属するか｣の度合いを表すメンバシ
ップ関数がycである.

一118-



0 0.2 0.4 0.6 0.8

ちC

Fig･B･1 Membershipfunctions

ー119-



付録C ランダムな初期温度をもつ均質体の熱応力

1 緒 言

一般に決定論的に取り扱われている温度場でも,厳密に考えれば何らかのランダムな因子の影

響が存在する場合が多い.たとえば,①材料の不均質性に起因する物理的特性のランダム性②物

体内部におけるランダムな熱発生③物体に作用する熱負荷のランダム変動④初期温度のランダム

性⑤物体形状のランダム性-などが考えられる.このように注目している系の中にランダム,す

なわち確率で表される量が存在する問題は,一般に確率論手法を用いて解析され,主に振動学の

分野で深く研究されてきた.しかし,それらに比べると,この手法を固体の熱伝導や,それに伴

う熱応力の問題に応用した研究は少ない.

samuels(4)は確率論手法を用いた熱伝導解析の先駆け的研究として,時間的にランダムな表面温

度と時空間的にランダム変動する内部熱発生をもつ平板と球について解析を行った.表面温度の

ような熱的境界条件がランダムな場合を取り扱った研究はその他に(7~10,13)などがある.その後,物

体の熱伝導率が空間的,あるいは時間的にランダムな場合の熱伝導問題がFoxとBarakat(35),

Ahmadi(38),Keller(32),Tzou(39)によって研究された.彼らは解析手法として摂動法を採用した.また,

Ahmadi(28)は初期温度がランダムな場合について検討を行い,時間とともに徐々に温度のランダム

性が減衰することを示した.この研究は後にGrigorkivら(29)によって非フーリエ熱伝導の立場から

も行われている.複合領域内の熱伝導を確率論的に解析したものとしては,時空間的にランダム

な熱発生をもち,かつ初期温度もランダムな二層円板を対象としたもの(30)や,二層平板のランダ

ムな温度場をモンテカルロ法により解析し声もの(ll)などがある.Hutchinsonら(2)は,種々のラン

ダムな条件下における固体内の熱伝導を解析した論文をレビューし,各解析手法の数値計算-の

適用性について検討した.

一方,ランダム熱応力に関する研究を最初に行ったのはParkus(5)である.彼は半無限体の熱弾

性問題を確率論手法を用いて解析した.Heller(20)はコンクリー ト柱を心材にもつ銅管の表面温度が

狭帯域確率過程で表される問題を解析した.また,Barret(53)は原子炉燃料棒の形状ランダム性,お

よび材料の熱的 ･機械的性質のランダム性を考慮して熱応力の解析を行った.さらに,天田(17)は

平板,球,円柱の表面温度が時間的にランダム変動している場合について,温度と熱応力の確率

論的解析を行った.ランダム熱応力の解析に応用された確率論手法を詳しく解説した書籍(65,121)

も出版されている.しかし,物体の初期温度にランダム性が存在する場合の熱応力挙動に関して

は,筆者の知る限り明らかにされていないようである.

そこで,本付録(122)ではAhmadi(28)の研究を熱応力場まで拡張させることで,初期温度が一様確

率場である7種の単純な幾何形状をもつ均質体 (無限平板,無限帯板,中空珠,球かをもつ無限

体,無限円筒,中空円板,円柱穴を有する無限体)について,温度と熱応力の自己相関関数を解

析的に導出した.また具体的な計算例として,初期温度がホワイ トノイズで与えられた場合につ

いて温度と熱応力の二乗平均を計算し,それらの非定常挙動を明らかにした.
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2 一般理論

物体の初期温度Toがn次元空間G内にランダム分布している場合,すなわち,n次元の確率場

を考える.この場合,初期条件は次式で与えられる.

T(t,Ⅹ)-To(Ⅹ:ZZT) Ⅹ∈G att-0 (C･1)

ここで,Tは温度, Ⅹは空間Gに属する位置ベクトル,tは時間, dま確率変数を表す.物体内の

温度Tとそれに伴って生じた熱応力oTklは zuの関数となることから,一般にIltt,Ⅹ:zu),吸J(i,Ⅹ:ZZT)と

書ける.今,統計量として重要なのは平均値と自己相関関数である.期待値演算子EHを用いて,

温度の自己相関関数RTは次のように定義される.

RT(t,Ⅹ,Ⅹ+a)-El71(t,Ⅹ:zu)･T(t,Ⅹ+a:zu)] (C.2)

ただし,aは任意の空間距離である･応力oTklの自己相関関数Rqk/は, oTkl-fk/(I)なる関係を用いる

と

RJu(t,Ⅹ,Ⅹ+a)-ElfkllT(t,Ⅹ:打)]jkllT(t,Ⅹ+a:zu)]]

のように与えられる(123).また,温度と応力の二乗平均は次式で表される.

(C.3)

ElT2(i,Ⅹ‥zu)]-RT(t,Ⅹ,Ⅹ), ElJk2[(i,Ⅹ‥zz,)]-RJA,(t,Ⅹ,Ⅹ) (C･4)

温度と応力のスペクトル密度は,式(C.2),(C.3)で表されるそれぞれの自己相関関数を

wiener-Khinchinの式(71)に代入することにより

si(t,Ⅹ,0,-去 [GRL(i,Ⅹ,Ⅹ+a,exp卜jo･a･da, i-Torgkl (C･5)

にて与えられる.ここで,jは虚数,Oはn次元の空間周波数ベクトル,O･aはベクトル内積を表

す.

弱一様確率場車を仮定すると,自己相関関数は位置座標とは無関係に空間距離のみの関数,すな

わち

Ri(t,Ⅹ,Ⅹ+a)-R,(i,a), i-ToroTkl

となり,スペクトル密度を表す式(C.5)も次式のように簡単化される.

(C.6)

*広義の一様確率場ともいう.場所移動のもとで相関関数が不変である特徴をもつ.これに対し,場所移動のもと

で確率分布が不変である場合を強 (狭義の)一様確率場という.それぞれ,確率過程の弱定常過程と強定常過程

に対応する.1.6.2節を参照のこと.
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st-(t,0,-古 IGRt･(i,a,expl-jlo･a･da, i-Torall (C･7)

温度場の自己相関関数が満足する微分方程式は,熱伝導の基礎式よりも複雑な形をとる(28).そ

れゆえ,自己相関関数の微分方程式を直接解くよりも,式(C.1)の初期条件を用いて熱伝導方程式

を解き,これから自己相関関数を組み立てる方が簡単である(4).

3 解析

3.1 無限平板および無限帯板

図C･1のように,ElTo]-0*なるランダムな初期温度をもつ厚さbの無限平板および厚さ2hで幅

bの無限帯板を考える.r-a,bの面は温度は0†に保持されている.無限帯板に関して,Z-ihの

面から温度 o†の周囲媒体-熱放散があるとし,その面の熱伝達率を一定値qで与える.温度が r
軸方向にのみ変化する場合,熱伝導の基礎式は次のようになる.

∂2T(i,r:lU).f空色工二重 -C菩 T(i,,:zu)
1∂T(i,r:zu)
K ∂t ∂r2 r ar Ih1-＼~'l-叩′

ただし,Kは熱拡散率,1は熱伝導率であり,定数 SとCは表C･1に与えられている.

TableC･l ParametersusedinEqs.(C.8),(C.ll)and(C.12)

(C.8)

Geometry s p a A1 BI A2 B2 Gm(r)

Plate 0 0 0

Strip 0 0 1

Sphere 2 1 0

2 m27T2 4 (m2+n2)7T2
(b-a)rp (b-a)2 (b-a)2(rLr2)P (b-a)2

崇 ごder : 1. : H22 r; H.4 Y" n2 Eq･(C･35)

'ElTo]≠0ならば,To(x)- To(x)-ElT.]とおけば平均値Oの場合に帰着するから,一般性を失うことなくElTo]-0と

して議論を行うことができる.

十問題の線形性より,これらの仮定は解析の一般性を失わせない.
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〟

(a)

(C)

(e)

Z-h

(0
Fig･Cl1 Ana]yticalmodelsandcoordinatesystemsfol-(a)aninfiniteplate,(b)aninfinitestrip,

(C)ahollowsphere,(d)aninfinitebodywithasphericalcavity,(e)aninfinitehollowcylinder

and(i)anannulardisc
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境界条件は

T(t,r)-0 atr-a,b

にて与えられる.また,初期条件は次式で与えられる.

T(t,r:q)-To(r:zu) att-0

(C.9)

(C.10)

式(c.8HC.10)の解は次式のように導出されている(124)

･(i,r:訂,-AleXPl-CZ;t]茎Gm(r,e-B･KtffpTo(i:-,Gm(i,df (C･11,

ここでAl,Bl,Gm(r),pは表C･1に与えられている.付録Cを通してToを広義の一様確率場と仮定

しているため,温度の自己相関関数RTは次式のように導出される.

R T (i,rl,r2,-4exp[-C% t]茎妄Gm(rl,G n(r2,expl-B2K t,ff(flE2,PRTo( 6 2 -El,Gnl(fl,Gn(62,d捕 2

(C.12)

ただし,rl,r28ま任意の座標値であり,RT.(･)はToの自己相関関数である.定数A2,B28こ関しては

表C.1を参照のこと.一方,温度のスペクトル密度sTは次式で表される.

S,'t,r,車 去fR(t,r,r･β,expl-joP'dP, i-T (C･13)0

力学的境界条件として,平板の両表面および帯板の表面に外力が作用しないものとすれば,式

(C.ll)の温度分布によって生じるy軸方向の応力oT,は次式のように得られる(125)

gy(i,r:-)-石器 [-T(t,r:-,･iiT(t,i:-,df･T .b!'(i -1)T(t,- f] (C･14,

ここで,Eはヤング率,αは線膨張係数, Vはポアソン比である.式(C.ll)を用いれば,応力の自己

相関関数Rq,が次のように導出される･

Rq,(t,r" r2,- [蒜 ]2lR,(i,rl,r2,一 撃 一些 ㌍ V2(t,rl,-響 +響
3(2rl-b)

V2(t,r2)+
3(2rl-b)
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ここで,

W ,r,-言e豊 藁葺Gm(r,ImeA ㌍ ifRTo(52-fl,Gm(fl,Gn(52,d購 2 i-1,2 (C･16,
(m2+n2),r2K(bb

wu't'-言e脅∑皇I,mIme~JT JJRTo(52-i.,Gm(i.,Gn'E2,dW f2 i,j-1,2 (C･17)m=ln-I oo

I.n=土[1-(-1)〃], Z2n--土[1.(-1)n] (C.18)
n刀■ n7T

oT,のスペクトル密度はi-oT,とした式(C.13)に式(C.15)を代入することで得られる.

3.2 中空球

図C･1のように,ElTo]-0なるランダムな初期温度をもつ内半径a,外半径bの中空球を考える.

t>Oでr-a,bの境界面が温度 Oに保たれる.等温面が同心球状に生じるから,熱伝導方程式は

式(C.8)で与えられ,その解は式(C.9),(C.10)の境界条件と初期条件の下で式(C.ll)の形に書かれる

(124).さらに,RTとSTはそれぞれ式(C.12)と式(C.13)で与えられる.

その温度場の下で生ずる半径方向応力oT,と円周方向応力oTeは,oT,-0atr-a,bという境界条件

を考慮して次式のように得られる(125)

cT,(i,r:ZU)

ere(i,r:zu)

2aE

(a3-b3)(1-V)

aE

(b3-a3)(1-V)

[ifT(i,i:U,E2df4 gT(t,i:-,62dH T(i,i=-,62df]

lffT(i,i=-,52df･;fT(i,i=-,62dEb
･2IT(t,i=zg)E2df-(b3-a3)T(t,r:打)0

応力oT,,0leの自己相関関数は次式のように導出される.

RU,(t,rl,r2)

Rue(t,rl,r2)

2Ea

(a3-b3)(トV) r.3r23 r.3,i
.望 [U,3(i,,2,,1).U2,(t,,.,,2)]

(C.19)

･讐 ㌍ -b3lT ･? ]-a3[警 L BT ]IW(t))

Ea

(b31a3)(1-V) Ig lU23(i,r2,rl,･U23(i,rl,r2,]
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a3(b3-a3)r
L二 才⊥十.こて
N3(i,r2,rl).N3(t,r"r2)

rlr2

b3(b3-a3)

rlr2

ここで,

]
+b6U22(t,rl,r2)+2b3
r13r23

N2(i,r2,rl). N2(i,rl,r2)r12 r22
[
響 +地
rl r23

‥~:-:--:千r23
+4W(i)

-2(b3-a3,[警 +9Y ]･(b3 - a3,2R T(i,r.,r2,) (C･20,

q〕(:(〕
Ul,(i,x,y)-∑∑zlm(x)Ijn(y)Fmn(t) i,j-2,3m=ln=1
のCO

7;(i,r)-∑∑I.mZJn(r)F〟n(i) i-2,3
m=ln=l

(よ)⊂O

w(i)-∑∑Z,mzlnFmn(t)
m=1n=l

COcO
Q(t,r)-∑∑Gm(r)I.nFmn(i)m=ln=1

COCO

N,(t,x,y)-∑∑Gm(x)I,n(y)Fmn(i) i-2,3
m=1月=l

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

(E2lil)Gm(i.)Gn(i,)dfldf2 (C.26)

･.m-S lb(-.)m-a]

･2m(r,-諸mnrcos[慧 ]･(a-b,sinl等 ]-m方a‡

･3m(r,-識 mHb(-1,m-肌os[笠井(a-b,sinl等 ])(C･27,
また, oT,とobのスペクトル密度は式(C.20)をi- oT,,OTCとした式(C.13)に代入することで得られる.

3.3 球かをもつ無限体

図C･1に示すような,E[To]-0を満足するランダムな初期温度をもつ,内部に半径aの球かを

有する無限体を考える.t>0において,r-aの境界面は温度Oに保持される.この場合の熱伝導

の基礎式は中空球に対するものと同一である.初期条件は式(C.10)で与えられ,境界条件は次式で
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与えられる.

T(t,r)=O atr=a

,>aの領域での温度解は(124)

･(t,r‥-,-ij# To(i･･W,F(t,r,i,df

ここで,

F(i,x,y)-exp二二~~eXp(x+y-2a)24Kt

(C,28)

(C.29)

(C.30)

したがって,温度の自己相関関数を次式のように導出できる.

RT(t,rl,r2,-去 亨fElf2RTo(E2-5･)F(i,rl,fl,F(t,r2,f2,d捕 2 (C･31,

温度のスペクトル密度は式(C.31)をb-Wとした式(C.13)に代入することで得られる.

r-aの面に外力が作用していないとすれば,式(C.29)の温度場によって生じる半径方向応力oT,

と円周方向応力079は次のように表される(126)

6,(t,r:打,--誓 錘 T(i,i-,dE

JC(t,r:-,-轟 ffl(i,i:-,dfi(t,r:U,]
上式を用いて各応力成分の自己相関関数を次のように得る.

(C.32)

Ru,(i,rl,r2,-(芸 )2妄 評 .x2R,o(x2-Xl,G.(i,rl,Xl,G･(t,r2,x2,b I血 2

Rqe(i,r.,r2)〔i
aE

-I/)2[RT(t,,1,,2)一班 -些 Azi2
r13r2 rlr23

RC,(i,rl,r2)
(C.33)

ここで

X

G*(i,x,y)-JfF(i,i,y)dfa

p(i,x,y)-去 iiElf2RTo(52-fl,G'(t,x,i.,F(t,y,f2,d卯 52 (C･34)aa

b-co,i-年,079とした式(C.13)に式(C.33)を代入すれば,oT,とoTCのスペクトル密度が得られる
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3.4 無限円筒および中空円板

図C･1のように,ElTo]-0なるランダムな初期温度をもつ内半径 a,外半径bの無限円筒および

厚さ2hの中空円板を考える.r-a,bの表面温度は0に保たれている.中空円板に関して,I-ih

の面から温度Oの周囲媒体-,一定の熱伝達率りで熱放散があるとする.温度分布が半径座標rの

みの関数であれば,この境界値問題は式(C.8HC.10)のように定式化され,その解は式(C.ll)で与

えられる(124)

Gm(r,- J o2 (Y,mm悪筆rmJ3'(,mb,lJo(rmr,Yo(rmb,-Jo(ymb)YoVmr,, 'C･35'

ここで,Ji(･)とYi(I)はそれぞれk次の第一種,第二種ベッセル関数である.固有値rmは次式を満足

する第m番目の正根である.

J.(Y".a)Yo(rmb)-J.(ymb)Y.(rna)=O m=1,2,…,∞ (C.36)

温度の自己相関関数は式(C.12)のように導出でき,それを式(C.13)に代入することで温度のスペク

トル密度が得られる.

円筒面 (円板の場合は上下端面も含む)に外力が作用していない場合,この温度場の下での非

ゼロ応力成分は次のようになる(125)

cr,(t,r:zu)

cTe (t,r:ZU)

aE
(1-V)1-Cr2
aE

(1-V)IlC r2

qz(t,r:zu)-(トC)

[㌶ffT(t,i=-,dE - f f T (t,i =-,df ]

[㌶ fET (t,i:- ffT(t,i :- 2T (i,r:-,]

2aEv

(ト γ)(82-α2)ffT(t,i:- ト g T(i,r:-,] (C･37,
よって,各応力成分の自己相関関数は次のように導出される.

RU,(i,rl,r2)

RqC(i,r.,r2)

αE

(1-1,)1-C,.,2
(r.2-a2)(,22-a2)

-富まV(i,rl,IP(i,rl,r2,]

(r.2+a2)(r22+a2)〟,1､.r.2+a2T√′l_.､
W(i)+I.I, ",V(t,r2)

(b2-a2)2 ＼-/b2-a2

-i% 22Q(i,r2,･芸霊 V(t,rl,IP't,r"r2'-r22N't,r.,r2)
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-㌶ r.2Q(i,rl,-r.2N(i,r2,rl,･r.2r22R,(rl,r2,t,]

Ruz(i,r.,r2)-(1-C)
2aEl/
(1-V)(b2-a2)

tズ:lCO
W(t)-∑∑I.mZlnFm〝(t)m=ln=l
CQq〇

v(t,r)-∑∑I.mI2n(r)Fmn(t)〝I=l〃=1
COCO

p(t,x,y)-∑∑I2m(x)12n(y)Fmn(t)
m=ln=l

cOCO
Q(t,r)-∑∑I.mGn(r)Fn,n(i)m=ln=1
COCO

N(i,x,y)=∑∑I2m(x)Gn(y)Fmn(i)m=ln=1

J.(rna)

ここで,

I2m(r)

2a2E2V
(1-V)2(b2-a2)lQ(i,r2)+Q(i,rl)]

･(若〕2RT(i,r"r2,I(C･38,

(C.39)

(C.40)

(C.41)

(C.42)

(C.43)

alJl(Yma)Y.(rmb)-Jo(ymb)Y(yma)]

Jo(yma)iY.(rmb)lrJ.(ymrト aJl(Yma)卜J.(ymb)try(rmr)-aY(yma)])

J.2(rna)-J.2(rmb)
(C.44)

Fmn(i,-i expl-筈 t]exp [-(か γn2,K t]ffflf2RTo(f2I51,Gm(El,Gn(52,d- (C ･45,

応力成分のスペクトル密度は,式(C.13)と同様,式(C.38)にフーリエ変換を施すことで得られる.

3.5 円柱穴を有する無限体

ElTo]-0なるランダムな初期温度を有する,半径aの円柱穴を内部にもつ無限体 (図C･1(d)を

参照)を考える.t>0で円筒面の温度は0に保たれる.温度が半径座標 rと時間のみに依存する
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ならば,熱伝導方程式は円筒に対するものと同一である.境界条件と初期条件はそれぞれ式(C.28)

と式(C.10)で与えられる.r>aなる領域で,この境界値問題に対する解は(102)

･ 't,r:-'- wfU't,r,r'liw 't,i," o',7:-'df ]dr 'C･46'
ただし,

U(i,r,y)-
yexpl-KY21]

J.2(ya)+Y.2(ya)
lJ.(rr)Y.(ra)-J.(ya)Yo(yr)] (C･47)

温度の自己相関関数は次式のように導出できる.

RT(t･rl,r2,-軒 (t,rl,rl,U(i,r2,Y2,liiEIE2RTo(52-fl,U(t,i"rl,U(t,E2,r2,d捕 2]dyldy2 (C･48)

さらに,温度のスペクトル密度はb-のとした式(C.13)に式(C.48)を代入することで得られる.

r-a.の面に外力の作用がないとすると,式(C.46)の温度分布に起因する半径方向,円周方向お

よび軸方向の応力は次のように表される(127)

gr(t,r･L0,--芸 錘 T(t,i-,dfa

ge(t,r :f2,-轟 ffT (i,i:- -r(i,r:U,]

C,I(t,,:E2)-一一些 -T(t,,.･lU)
1-V

各応力成分の自己相関関数は次式のように導出される.

RU,(t,rl,r2,-(若 〕2左 門
I(r.,yl)I(r2,Y2)F(r"y2)dyldr,

Rqe(t,rl,r2)-Rq,(t,r" r2)+R uz(i,r.,r2)-

Ruz(t,r.,r2)-
ここで,

RT(i,r.,r2)
(A )2lT ･讐 当

(C.49)

(C.50)

03oD
F(t,x,y)-JJf.f2R,O(i,-i.)U(t,i.,x)U(t,i,,y)df.dE2 (C･51)

aa
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I(i,r,Y)-
rexp卜Ky2t]

J.2(ra)+ Y.2(ya)
エ [Jl(Y,)Y.(ya)-J.(ya)Y(Y,)卜I
y 7Ty2

CO(ズ〕
p(t,x,y)-JJI(i,x,yl)U(i,y,Y2)F(t,y"Y,)dy.dr200

(C.52)

(C.53)

応力のスペクトル密度は,積分区間が[a,可でi-oT,,OTB,OTzとした式(C.13)に式(C.50)を代入するこ
とで得られる.

4 数値計算結果と考察

数値計算の一例として,無限平板,中空球および球かをもつ無限体を対象に,初期温度がホワ

イ トノイズである場合について計算を行う.この場合,初期温度の自己相関関数は次式にて与え

られる.

RTo(r)-Ts8(r) (C.54)

ただし,差 は定数,8(うはDiracのdelta関数である.式(C.54)で与えられる初期温度は種々の空間

周波数成分を持っている.温度と熱応力の統計的評価のために,ここではそれらの二乗平均に注

目する.本計算例では,任意の位置rにおいてElT(t,r)]-0であるため,二乗平均は分散と等しい.

温度の二乗平均は式(C.12)と(C.31)においてrl-r2-rとおき,式(C.54)をそれらに代入することで

得られる.

解析の一般性を考慮して,次のような無次元量を導入する.

弓,冒 , T等 , J-1-㌔ 穿 i-y,r,0 (C･55)

ここで,lは代表長さであり,無限平板の場合はbを,それ以外の場合はaを用いた.式(C.12)の

無限級数は,温度と熱応力の二乗平均値において 4桁の有効数字を得るため,100項で近似して

計算した (表C･2,C.3を参照).

TableC12 RelationshipbetweentheconvergenceofEl02]intheinfiniteplateandthenumberofterms,

forf=0.5

Numberoftens

10 20 50 100 200

0.0001 9.38463 15.7864 19.9138 19.9471 19.9471
0.001 6.02089 6.30743 6.30783 6.30783 6.30783
0,01 1.99469 1.99469 1.99469 1.99469 1.99469
0,1 0.27782 0.27782 0.27782 0.27782 0,27782
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TableC･3 RelationshipbetweentheconvergenceofEl6-,2]andthenumberoftems,for6-0･5

Numberofterms

10 20 50 100 200

0,0001 8.23324 14.7806 18.8817 18.9151 18.9151
0.001 4.90326 5.20652 5.20690 5.20690 5.20690

0.01 0.72522 0.72522 ′0.72522 0,72522 0.72522
0.1 3.66851･10-2 3.66851･10~2 3:66851･10~2 3.66851･10~2 3.6685日0~2

図C･2は無限平板の二乗平均温度を無次元座標Eに対して描いたものである.この図から,平板

は2つの領域に分けられることがわかる.ひとつは,温度のランダム性が時間とともに自然に減

衰している領域であり,もう一つは,決定論的な表面温度の影響を受けている領域 (surface

temperatureaffectedzone:STAZ)である.前者はグラフが水平な領域であり,その値は6-0,1の面

が断熱された場合の各時刻における二乗平均値に相当する.後者はグラフが勾配をもつ領域を意

味し,その領域は時間とともに平板内を発達していく.Ahmadi(28)によって報告されているように,

温度のランダム性は時間とともに急速に減衰していることが確認できる.板厚中央 (6-0.5)の

位置でのEl02]の値は7-0.0001で約 19.9であり,I-0.001ではその約32%である6.3にまで減少

している.したがって,初期温度のバラツキは熱移動開始直後の温度場に大きく影響し,その影

響は時間の経過につれて徐々に弱まる.そして最終的に熱的定常状態に達すると,その影響は完

全に消失する(28).

0.2 0.4 0.6
(

0.8 1

Fig.C･2 Transientbehaviourofmeansquaretemperatureinaninfiniteplate
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図C･3は式(C.15)から得られる二乗平均応力を弟こ対してプロットしたものである.温度場と比

較すると,二乗平均値が時間とともに減少する割合がほぼ等しいことがわかる.一方,分布の傾

向は二乗平均応力と二乗平均温度とで異なっている･つまり,<oI-3,の最大値はが 非常に小さい

範囲では板厚中央に現れるのに対し,ある程度時間が経過した後では表面に現れる.

l 】0.1 l lT=0.00010.0010.01

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

G

Fig.C･3 Transientbehaviourofmeansquarelongitudinalstressinanin丘niteplate

図C･4は中空球の二乗平均温度の空間分布である.二乗平均の最大値は,STAZが球壁内を完全

に発達するまでb-(-b/a),すなわち球の肉厚とは無関係に決まる.また,b-が小さいほどsTAZが

球壁内を完全発達するのに要する時間は短く,それゆえ,初期温度のランダム性の影響がより早

く衰退する.

図 C･5は円周方向応力の二乗平均分布である.経過時間が小さいときは外半径側よりも内半径

側で値が大きく,この傾向はb-が小さいほど顕著になる.無限平板の場合と同様,ある時刻で

<C,-82>の最大値を示す位置が球壁内部から球表面-と変化している･温度とは対照的に,熱応力

のランダム性はb-が小さいほど常に早く減衰している.なお,半径方向応力の二乗平均は円周方

向応力のそれのたかだか20%にすぎないため,ここでは図示を省略した.
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Fig.C･4 Transientbehaviourofmeansquaretemperatureinahollowsphere

6

5

4

■■
Tb- 3■■
L山
2

1

0
1 1.5 2 2.5 3

(

Fig.C･5 Transientbehaviourofmeansquaretangentialstressinahollowsphere

図 C･6は球かをもつ無限体内の熱応力の二乗平均分布である.半径方向応力の二乗平均は円周

方向応力のそれと比較して非常に小さいが,それらの比El6-,2]/El6-82]が時間とともに増加してい

ることは興味深い.無限平板や中空球のような有限領域での計算結果でみられた ｢ピーク位置の

変化｣はE[ULC2]では見られない･なぜなら,境界上での応力値が Oに固定されている (式(C･33),
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(C.34)を参照せよ)からである.なお,円周方向応力の二乗平均は温度のそれ (図示は省略)と定

性的にも定量的にも良く似た挙動を示していることが観察された.

【NOP
]山
,([N
LP
I
]山

7

6

5

4

3

2

1

0

Fig･C･6 Transientbehaviourofmeansquarethermalstressesinaninfinitebodywithasphericalcavity

5 結 言

ランダム分布する初期温度をもつ 7種類の単純形状の物体に対して,非定常熱伝導問題と熱応

力問題を確率論手法を用いて解析した.初期温度のランダム性が一様確率場としてモデル化でき

るという条件の下で,物体内の非定常温度と熱応力の自己相関関数を陽な形式で得た.数値計算

は,初期温度がホワイ トノイズで与えられる無限平板,中空球および球かをもつ無限体に対して

行い,温度と熱応力の二乗平均の非定常挙動について検討した.
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付録 D 空間的にランダムな熱伝達率を有する均質中空円板の確率論的熱応力解析

1 緒 言

円板は最も基本的な形状の一つであるため,放熱フィン(128)やタービンディスク(129,130),ブレー

キディスクローター(131,132)に代表されるように,工業-幅広く応用されている.したがって,円

板の熱応力問題は,その工業的な重要性から,多重連結領域(133--37),変厚円板(129,136),異方性体(133,

137~143),弾塑性体(144,145),傾斜機能材料(FGM)のような不均質体(116,134-136,146,147)に至るまで解析さ

れている.しかし,解析上の困難さを理由に,大半の研究において ｢円板表面が断熱されている｣

もしくは ｢面内で一様な熱伝達率によって熱放散が生じる｣との仮定を導入している.

熱的環境下にある種々の物体表面における熱伝達率は,その周囲媒体の運動や物体の形状,物

体表面の凹凸を含む表面性状などによって大きく変化するのが現実である.例えば,広瀬ら('48,149)

と稲室ら(150)は実験と数値解析により,回転円板の表面における熱伝達率の空間分布が回転数とと

もに複雑に変化することを明らかにした.このような熱伝達率の空間的変化が熱応力場に及ぼす

影響は,帯板,平板,円板のように,単位体積当たりの伝熱面積が大きい物体ほど顕著であるこ

とは明らかである.

物体内の温度や熱応力分布を周囲媒体-の熱放散を考慮に入れて評価 ･予測する際,熱伝達率

は最も不確定なパラメータであることも事実である(57).これは上述したように,熱伝達率は非常

に多くの影響因子を持つためであり,同一条件下にもかかわらず様々な熱伝達率の経験式が存在

することからも納得できよう.また,タービンディスクの熱伝達率は,ディスクの回転数,シュ

ラウドおよび隣接ディスクの有無とその間隔,冷却空気速度,冷却空気流れのパターンなど多く

の影響を受け,さらにその影響は非線形で変化も激しいため,熱伝達率を正確に予測することは

非常に困難である(106)との報告もある.このように熱伝達率の予測値に不確定性が内在している以

上,これを確率量として扱い,物体の温度や熱応力を統計的に処理するのが合理的であろう.

一般に,熱伝達率の空間的変化は熱応力分布に大きく影響することが知られている.Sugano(151)

とChen(152)は表面の熱伝達率が一方向に変化する長方形板の非定常熱応力を解析し,熱伝達率の

空間的変化が熱応力場に大きな影響を与えることを示した.その後, Leeら(153)は半径方向に熱伝

達率が変化する環状フィンの非定常達成熱弾性について,また suganoら(113)は円板表面の熱伝達

率の空間的変化を考慮したFGM 回転円板の材料設計について論じた.さらに, EraSlanら(154,155)

は半径方向-の熱伝達率の変化を考慮して回転円板の弾塑性応力解析を行った.加熱円板に生じ

る定常熱応力を最小化するような熱伝達率の空間分布を求めた研究(156)も報告されている.しかし,

上記いずれの研究においても熱伝達率に含まれる不確定性は考慮されておらず,熱伝達率は確定

量として取り扱われている.

これまでに報告されている,熱伝達率の空間的または時間的ランダム性を考慮した熱伝導 ･熱

応力問題に関する確率論的研究は5.1節にまとめられている.しかしながら,ランダムな熱伝達

率を有する弾性体の熱応力に対する解析的研究は,著者の知る限り報告されていないようである.

そこで本付録(108)では,表面における熱伝達率が空間的にランダムな中空円板が,その側面 (円
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筒面)に確定的な軸対称熱負荷を受ける場合の温度と熱応力の二次統計量 (平均と分散)を解析

的に導出した.熱伝達率は半径方向に任意に変化し,ランダムな振幅で平均値まわりをランダム

にばらつく,すなわち確率場であるとする.モデル化された解析対象の円板を,各層内で一様か

つランダムな熱伝達率をもつ環状層の積層体で近似し,一種の積分変換法に相当するVbdickaの

手法(86)と摂動法を適用することで統計量の解析解を得た.なお,ここで提案する解析手法は熱伝

達率の変化が一方向的である限り,中実円板や帯板,長方形板にも応用できる.

また,環状フィンを模擬して数値計算を行い,ランダムな熱伝達率の平均が①円板表面上で一

定の場合②径方向に線形変化する場合一について,その平均の大きさと空間的変化および熱伝達

率の空間的相関性が温度と熱応力の統計量に及ぼす影響について考察した.さらに,モンテカル

ロ･シミュレーションからの結果と比較することで,導出した解析解の妥当性を確認するととも

に,その適用範囲を検証した.

2 解析モデル

図D･1に示すような,内半径 a,外半径 b,板厚d(ただし,d/b≪1)をもち,非円筒面 (上下

表面)の熱伝達率が半径方向座標rめ任意関数77(r),X(r)で与えられる中空円板を考える.円板の上

下表面はそれぞれ Tu(r,t),TI(r,t)なる温度の周囲媒体と接している.円板は等方均質弾性体であり,

その物性値 (熱伝導率1,密度p,比熱 C,ヤング率E,ポアソン比V,線膨張係数α)は確定的で一定
値とする,しかしながら,q(r),x(r)には確率場としてモデル化できるランダム性が含まれている

ものとする.この場合,円板内に熱発生/熱吸収が存在せず,温度が半径方向にのみ変化するなら

ば,この中空円板に対する非定常熱伝導方程式は次式で表される.

pc;-堰+‡計 等 [T-Tu(r,t,･一響 [T-T(r,i), (D･1)

ここで,T,t,(zzTl,喝)はそれぞれ温度,時間,および確率変数である.熱伝達率の任意の空間的変

化に対して式(D.I)の厳密解を得ることは非常に困難である.そこで,図D･1のように円板を半径

方向にn分割し,各領域で熱伝達率を相異なるランダム定数q,I,xi(i-1,2,…,n)と近似する.つま

り,連続的な確率場を離散的な確率場-と変換する.円板の初期温度はTo(r)とし,ある時刻から

円板内･外側面の周囲媒体の温度が,それぞれTa(t),Tb(t)になるものとする.また,側面上の熱伝

達率はvaと恥で与える,n領域に分割された円板の仮想界面座標値はr,･(i-1,2,…,nll)である.

さらに,円板に外力は一切作用していないものとする.

確率量を有する物体の熱伝導問題を考えるにあたり,以下のような仮定を導入する.

(i)確率量qiとx,(i-1,2,‥.,n)tま,確定量H"G,と小さな確率変動量hL,g,との和で与えられるもの

とする.すなわち,

q.-H.+h,-H,･∑h,6,J , i-1,2,･･･,n,J=1
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I,-G,+g,-G,+∑g,6,,, i-1,2,-,n,
ノ=1

(D.3)

ここにH,,G,はそれぞれ77I,X,の平均を意味する定数,ht,gtは平均値 Oでその変動量はHI,Glに比べ

て十分に小さいとする･また,8IJはクロネッカー ･デルタである.

(ii)確率変動量h7,g,の相関係数は次のような指数関数で与える.

ph*h(p,q)

pg'g(p,q)

ph'g(p,q)

Elhphq]

Slhp]･SlhlI]

Elgpgq]

S[gp].S[gEl]

Elhpgq]

Slhp]ISlgq]

exp(-BllSp-9(/I), p,q=1,2,-,n (D･4)

exp(-B2JS/,-C,II), p,q=1,2,日,n (D･5)

Cl･eXP(-B,IBp-Sql), p,q=1,2,-,n (D･6)

ここで,E日とSHはそれぞれ期待値と標準偏差を表す･また,t9pは第p領域の中央半径であり,

Cp-(rp+rpJ)/2と定義される･Bz(i-1,2,3)は相関性の強さによって決定される正の定数であり,

clは同様に相関性の強さを表すが-1から1の間の定数である.式(D.4ト(D.6)はそれぞれ,上面の

熱伝達率の自己相関性,下面の熱伝達率の自己相関性,上下面の熱伝達率の相互相関性を表して
■

いる･なお,本付録で提案する解析手法を用いる限り,phh,Pgg,P;gの関数形は必ずしも指数関数

に制限される必要はなく,任意の関数形が許容される.

Fig.D.l Physicalmodelandcoordinatesystemforanannulardisc

3 解 析

3.1 温度場

図D･1に示される複合中空円板の非定常熱伝導問題は,式(D.2),(D.3)を考慮すると次のように
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定式化される.

pc% -摩 +三; )一誓 [T-Tu(r,t,]一等 [- (r,t,i,

i-1,2,...,n (D.7)

T-T.(r), att=0, i-1,2,- ,n

l署 -valTITa(t)]-0, atr-ro-a

･署 ･vblTn-Tb(t)]-0, atr-rn-b

T-T.1, atr=ri, i-1,2,･‥,nll

∂γ_∂γ.1
ar ar' atr-r,, i-1,2,...,n-1

式(D.7)中のh,とg,(i-1,2,...,n)が確率量であるため,温度場は決定論的に評価できず,統計的に

評価しなければならない.仮定(i)においてSlhi]/H,,Slg,]/GL≪ 1であるから,式(D.7HD.12)の方

程式系の解法として摂動法が利用できる.そこで,温度の統計量としてその平均と分散を摂動法

により解析的に導出する.式(D.7HD.12)に対する解をhs,gs(S-1,2,",n)について摂動展開すれ

ば

CO a

T(r,i)司 ｡(r,t)+∑ ∑ [TlJ∫(r,t)hsx+ T2,S(r,i)gsX] (D113)
x=1s=1

hs,gsの二次以上の項を無視することで,次式のような線形化を行う.これは近似解を与えること

になり,TTL,XLの変動係数slh,]/H,,SLgL]/GE(i-1,2,...,n)が十分に小さい場合に良い精度が得られる.

n
T(r,i)…T｡(r,i)I∑[TIs(r,t)hs+T25(r,i)gs] (D･14)

∫=1

式(D.14)を式(D.7HD.12)に代入し,hs,gsの各次数について等置すると,0次の方程式系とhs,gsの

各 1次の方程式系が得られる.

3.1.1 0次の方程式系

o次の方程式系は次のように表される.

三警 一語 ･三箸 -A (H i.G,,･旦平 , i-.,2, -,n (D･15)
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7;.=T.(r), att-0, i-1,2,...,n

A普 -valTo-Ta(t)]-0, atr-ro-a

･警 ･vblTno-Tb(t)]-0, atr-rn-b

T｡-T(,..)0, atr=ri, i-1,2,-,n-1

a;o ∂Ts';1'0 , atr-ri, i-1,2,-,n-1 (D.20)

ここで, Kは熱拡散率,Q,(r,t)-lH,Tu(r,t)+G,Tl(r,t)]/dである.

本付録では,一種の積分変換法であるVodickaの手法を用いて式(D.15HD.20)の解を求める.こ

の手法は複合領域の非定常熱伝導問題を簡便に解析できるため,任意の熱伝達率の変化を有する

円板(112)や傾斜機能材料のような不均質体(113)の非定常温度場の解析に応用されている.この手法

の詳細 こついては文献(86)を参照のこと.このVodickaの手法によれば,解は次式のように得られ

る.

co 2
I;0(r,t)-∑4m(t)Xim(r)･∑L,,(r)P,(t), i-1,2,-･,nm-1 J=1

ただし,

L,,(r)-C,,I.

1Xt)--Ta(i), P2(t)=Tb(i)

(D.21)

i-1,2,...,n, j=1,2 (D.22)

(D.23)

ここで,Io(･)とKo(I)はそれぞれ0次の第一種,第二種変形ベッセル関数である.式p.22)に含ま

れる定数ct,,DLjは次の関係式より得られる･

･旦禁 -vaLl.(a)-Va, 1旦禁 +vbL〝1(b)-0,

LL.(r,･,-L(,." (rt･,, dL;,'rt' dL't･dl;l'rl', i-1,2,-n-1 (D･24)

A讐 IVaち2(a)-0, 1警 型+vbLn2(b)-vb,
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L,2'r,,-L(,十1,,(rl,, dL;2,'rI' dL',･it2'1', i-1,2,-･n-. (D･25)

x,m(r)は式(D.15),式(D.17HD.20)に対応した固有値問題の解で,次式で与えられる.

X.･m(r)-AlmJ.(Ptmr)+B,mYo(P""r)

P,m-
yZ H,+G,
K Ad

ただし

(D.26)

(D.27)

ここで,Jo(･)とYo(I)はそれぞれ 0次の第一種,第二種ベッセル関数,扉 ま固有値である.式(D.26),

(D･27)はyZ/K>(Hl+Gl)/(ld)の場合にのみ有効で,yZ/K<(Hi+G,)/(ld)とrZ/K-(H,+G,)/(ld)

の場合はそれぞれ,式(D.26)の代わりに次のものを用いる.

xtm(r,-AlmIo(dmr)iBlmK.(dmr) for碧一撃 <o (D･26)I

ただし,

/,7;..=HL+Gl r三
Ad K

xim(,)=AI･mln,+B,m fo,塩 -壁 -±里 =o
K Ad

(D.27)I

(D.26)‖

未知定数ALm,B,mの決定に必要な条件式は,式(D.21HD.27)を式(D.17HD.20)に代入することで次

式のように得られる.

1讐 -vax1-(a)-0, 讐̂ ･vbXnm(b)-0,

X,m(r,)-X((..)m(r,),
dX,m(r.)dX(,･..)m(rt)
dr dr i-1,2,･･･n-1 (D,28)

固有値7rm(m-1,2,…)は,未知係数ALm,B/mがo以外の解をもつための条件から決定でき,次式の

超越方程式の正根として得られる.

G･El･E2･･･E′卜】･a-0

ここで
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G=

[plmJl(PlmrO,･%Jo(PlmrO,P,mY(P･mro,･%Yo(PlmrO,]

Lpl･mI･(dmro,･%Io(dl"rO,dmKl(dmro,･%Ko(dmro,]

[吉 -普 .nro -紅

E.･=C,･D,..,

-P,mY(P,mr,)-Yo(Ptmrl)
P,mJ.(P,",r,) J.(Plmr,･)

C′-

D,.I-

a=

-pJ*mK.(dmr,) -K.(6mri)
-GmI.(Gmr]) Io(dmr,)

=

Hmr一
一

h

o

l一i:
J.lP(i.1)mぢ] Y.lP(I.1)mr,]

-P(".)∫"J.lP(,.1)mrl]-P(I.1),諸 lP(I.I)mr,]

ZolP(',.1)mr,] K o[P(*,.I)mr]
鶴 )mIllノ‰ )〟,r,] -P(*1.1)mK.lP(',.I,mrl]

1

-O
i;h

土

1･-

pn-Y(p"mr")-㌢ Yo(pnmrn)
-pn-Jl(Pnmrn)I㌢Jo(Pnmrn)

pn*mKl(Pn*mrn)-% Ko(Pn*mrn)

p"'mIl(Pn'-rn)+告lo(P"*mrn)
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ここで,Jl(･),Yl(I)はそれぞれ 1次の第一種,第二種ベッセル関数であり,Il(･),Kl(･)はそれぞれ 1

次の第一種,第二種変形ベッセル関数である.式(D.29),(D.30)から明らかなように,超越方程式

は7Tmの値に応 じて変化する.したがって,固有値の探索には十分注意を払う必要がある*.

関数み(i)は次のように表される.

h(t,-exp(-Y4 m･fexp(r4 -('t,-ilmJ93?]dT‡ (D･31,

ここで,展開係数fm,qm(t),lmjU-1,2)は次式で与えられる･

fm-
葺I:llrlTo(r,-妄LIJ(r,P,(0,]xlm(r,dr
萎I:i,rlxLm(r,,2dr

ノ=1,2

3.1.2 hsとgs(S-1,2,‥.,n)の 1次の方程式系

hsの 1次の方程式系は次のように得られる.

1∂T;.S ∂27;1
K ∂t ar2三 % -% (HI･･G,)-

qm(i)

T｡(r,t)-Tu(r,i)
ld

芸妄I:1.rQJ(r,t)X,m(r)dr
皇(こ,rlx,m(r)]2drJ=l

(D.32)

6,3, i,S=1,2,…,n (D.33)

77.S-0, att=0, i,S=1,2,…,n

･賢 一vaTI5-0, atr-ro-a, S-1,2,-,n

A告 +vbTnls-0, atr-rn-b, S-1,2,-,n

T.S-I;,･.1)1S, atr=rE･, i-1,2,-,n-1, S=1,2,-,n

警 - 響 , atr-rゎ i-1,2,-,n-1, S-1,2,-,n (D.38)

'式(D.29)の超越方程式をj(カニ0とおくと,fは74こ対して不連続な関数である.したがって,固有値の探索アルゴ
リズムに二分法を採用すると,固有値が正しく得られない場合がある.
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また,&の1次の方程式系は次のように得られる.

1∂7;2S_∂21;2,
K ∂t ∂r2三 % -% (HI･Gl)-

1;0(r,t)-T(r,i)
ld
SIS, i,S=1,2,…,n (D.39)

7;2S-0, att-0, i,S-1,2,-,n

･ 賢 一 vaT25-0, atr-ro-a, S-1,2,-A,n

l警 -+vbTn2S-0, atr-rn-b, S-1,2,-I,n

T2S-T(,.1)2S, atr=ri, i-1,2,-,n-1, S=1,2,･･･,n

普 -響 , atr-rt, i-1,2,-,n-1, S-.,2,I-,n (D･44)

式(D.33HD.38)および式p.39HD.44)で与えられる方程式系と式(D.15HD.20)の0次の方程式系を

比較すると,前者2つの方程式系は0次の方程式系においてTo-Ta-Tb-0とおき,Q,(r,t)をそれ

ぞれ[Tu(r,t>Tot]6,5/dとlTl(r,tトTo,]6,5/dで置き換えた場合に相当する.したがって,解TL15,T,2Sは3.1.1

節で述べたのと同じ方法で得ることができる.

3.1.3 温度の平均と分散

式(D.14)の形で表される温度解 TIを利用することで,温度の平均と分散が容易に求められる.

仮定(i)よりE[hs]-E[&]-0(S-1,2,…,n)であるから,温度の平均と分散は次のよう得られる.

ElI;]-I;.(r,i)

VarlT]-ElT2]-(ElT;])2
llll 1Jn

-∑∑I;ls(r,i)T.x(r,t)Elhshx]I2∑∑TIs(r,t)T2x(r,i)Elhsg,]
5=Ix=1 S=lx=1
JJJJ

･∑∑T25(r,i)1;2,(r,t)Elgsgx]
S=1x=1

(D.45)

(D.46)

ここで,Varl.]は分散を意味する.式(D.46)は式(D.4HD.6)を導入することで計算できる.また,

温度の標準偏差S[TL]はVar[Ti]の平方根で与えられる.もし,S≠xでhsとhxが互いに独立で,同

じくgsとgxも互いに独立であり,かつhsとgxがいかなる場合でも独立であれば,式(D.46)は次式

のように単純化される.

varlT]-∑(Tfs(r,i)Elhs2]IT…S(r,i)Elgs2])∫=1
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3.2 熱応力場

式(D.14)で与えられる温度場にある中空円板の熱応力は統計的な評価を必要とする.温度分布が

半径座標 rのみの関数である,外力の作用していない薄い中空円板 (すなわち,平面応力問題)

の決定論的熱応力は次式にて与えられる(125)

6 -(r,i,-S l㌶ %T(r,t,rdr- fTtr,t,rdr]

q eo(r,i,-芋 [S# (r ,i,rdrI%T(r ,i,rdr-T(r,i,r2]

(D.47)

(D.48)

ここで, oT,,,OTCβはそれぞれ応力の半径方向成分と円周方向成分である.

T,に含まれるランダム性に起因して中空円板の熱応力もランダムに変化するため,熱応力の統

計量として平均と分散を導出する.式(D.45)を考慮すれば,oT,,,OTeeの平均は次のように表される.

Elg.--af[㌶iTo(r,t,rdrやo(r,t,rdr]

Elq co･-2 [㌶ lT o(r,i,rdrIfro(r,t,rdr-To(r ,i,r 2]
-方,分散 は次式のよ うに 得 られる.

V-lJJ -翠 "r,t,一等諜 V2(r,i,･告 諜 V3(i,]

varlJee,-芋 ["r,i,+等 碧 V2(r,i,若 芽 V3(t,

2(r2+a2)r2
∂2-α2

V.(r,t)-2r2V5(r,t)+W(r,r,t)r4

(D.49)

(D.50)

(D.51)

(D.52)

ここで,

rr rb bb

V(r,t)-JJw(x,y,t)wdxdy, V,(r,t)-JJw(x,y,i)wdxdy, V,(i)-JJw(x,y,i)wd勅
dO (1Lr L7L7

b r

V.(r,i)-Iw(r,x,i)xdx, V5(r,t)-Iw(r,x,t)xdx
O (7

llll n(I
W(x,y,i)-∑∑TIs(x,i)T.k(y,t)Elhshk]I∑∑TIs(x,i)T2k(y,t)Elhsgk]S=lk=1 5=1k=1
nll 17ll
･∑∑Tlk(y,i)T2S(x,t)Elhkgs]I∑∑T2S(x,i)7;2k(y,t)Elgsgk]S-_1k=l ∫-1k=1

-145-



式(D.54)は式(D.4HD.6)を導入することで計算できる.また,熱応力の標準偏差sloT,,],SlcTee]はそ

れぞれvar[oT,,],VarloTeB]の平方根で与えられる･もし,S≠kでhsとhkが互いに独立で,同じくgs

とgkも互いに独立であり,かつhsとgkがいかなる場合でも独立であれば,式(D.54)は次式のよう

に単純化される.

W(x,y,i)-∑TIs(x,t)TIC(y,i)Elh,2]I∑7;2S(x,i)T2S(y,t)Elgs2]∫=1 ∫=l
(D.54)I

4 数値計算結果と考察

4.1 計算条件の設定

数値計算の一例として,熱交換器の環状フィンを模擬した中空円板を考える.この場合,フィ

ンの根元温度 (図D･1では乙に相当)は一定とみなせる(157).解析結果の一般性を考慮して,次の

無次元量を導入する.

va-誓 , vb雫, ob(I,-響 , d--言 , ou(Eか 五 ㌢ ,

O.(i,I,-五㌢ , 百-言, I-5 , i-言, oi(fJ,-響 ,

oo(i,-響 , 6--

h転 写 , g-,-普

EJar;a, gce-芸 ･ jil-写 , ei-写,

(D.55)

円板の上下面で熱伝達率の平均は互いに等しいとし,その空間分布として以下に述べる二種類

を考える.一つめは,熱伝達率の平均が円板表面にわたり一様な場合である.二つめは,平均が

半径方向に線形増加する場合であり,これは実際の環状フィン表面の熱伝達率分布の第一近似と

なり得る(158,159).後者の場合の熱伝達率は無次元表記で次のように表される.

H(i)-G(i)
3m(1+al

(2+al(1-a-)
(i-万) (D.56)

ここで,mは無次元熱伝達率 (ビオ-数)の面積平均値を意味する.瓦 ,百,(i-1,2,‥ワn)の値

はf-(i,+EL_1)/2で定義される各領域の中央半径での万(i),百(i)の評価値として得られる.

また,数値計算諸元として次の値を採用する.

Va=co, V b-0, d=0･05, Ou-01-0, a--0･2,

00-0, C1-0, n-20 (D.57)

ここで,i-1の境界,すなわちフィン先端は断熱されていると仮定した.これは,フィン先端の
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面積がフィン放熱面の面積と比べて非常に小さい場合,そこからの熱伝達は無視できる(153)ためで

ある.〃の値はランダムな熱伝達率の空間周波数特性に応じて適切に選択する必要がある.その

選択方法の詳細については付録 Eにて説明する.本数値計算では,熱伝達率のランダム性は変動

係数によって特徴づけられるものと仮定し,それを次のように与える.

V=型 一旦む -0.1,0.2,0.3
HI G,

(D.58)

式(D.58)は,ランダムな熱伝達率が正規分布に従うならば,その平均まわりにそれぞれ土30%,土60%,

±90%の範囲でばらつくことを意味する.

式(D.21)に含まれる無限級数は,温度の統計量について有効数字を4桁得るために,め-50と近

似して以下の計算を行った.

4.2 温度の二次統計量

はじめに,温度の平均と標準偏差の非定常分布に及ぼす熱伝達率の平均の大きさ,熱伝達率の

平均の空間的変化の影響について考察する.図D･2(a)-(C)は面積平均熱伝達率桝をそれぞれ0.01,

0.1,1とした場合の温度の平均と標準偏差を示している.ここでは,熱伝達率の自己相関性の影響

を排除するため,Bl-B2-100とおいている.この場合,Bl,B2の値が大きいために式p.4),(D,5)

で表現される自己相関係数がクロネッカー ･デルタ8pqで近似できる･これは帯域制限されたホワ

イ トノイズ確率場(71)に他ならない.図D･2(a)-(C)の比較より,以下の特徴を確認できる.①∽値の

オーダ,すなわち熱伝達率の標準偏差のオーダさが2桁違うにもかかわらず,温度の標準偏差は同

オーダにある.②温度の平均に及ぼす熱伝達率の空間的変化による影響は,m,Tn値が大きいほど

顕著である,③温度の標準偏差に及ぼす熱伝達率の空間的変化による影響は,平均に及ぼす影響

と比べて大きい.④温度の標準偏差は時間とともに増加する.

*変動係数 V-一定の条件下では,式(D.58)より,熱伝達率の平均をMオーダ変化させると,熱伝達率の標準偏
差も〟オーダ変化する.
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Fig.D･2 Thetransientdistributionofthemeanandstandarddeviationofthedimensionlesstemperature

withBl-B2-100andV-0･lforthecaseofumiformHTCs,H(i)=G(i)-m,(solidcurves)and

HTCsgivenbyEq.(D.56)(brokencurves),for(a)m-0.01,(b)m-0.1and(C)m-1

4.3 熱応力の二次統計量

図D･3(a)-(C)はBl-B2-100で,mがそれぞれ0.01,0.1,1の場合の半径方向応力の平均と標準偏

差を示している.上記①～④の特徴は半径方向応力に関しても確認できる.加えて,大きな圧縮応

力を生じている場所で標準偏差が大きい傾向にある.各時刻における標準偏差の最大値は温度の

それと比較して約 1/5と小さい.

図D･4(a)-(C)は同様にBl-B2-100で,mがそれぞれ0.01,0.1,1の場合の円周方向応力の平均と

標準偏差を示している.上記①～④の特徴は円周方向応力に対しても当てはまる.各時刻において,

標準偏差の最大値は半径方向応力のそれの約3-4倍の値を示している.
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Fig.D･3 Thetransientdistributionofthemeanandstandarddeviationofthedimensionlessradialstress

withBl-B2-100andV-0.1forthecaseofuniformHTCs,H(i)-G(i)-m,(solidcurves)and

HTCsgivenbyEq.(D.56)(brokencurves),for(a)m-0.01,(b)m=0･1and(C)m-1
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(C)

Fig.D･4 Thetransientdistributionofthemeanandstandarddeviationofthedimensionlesstangential

stresswithB.-B2-100andV-0.1forthecaseofuniformHTCs,育(i)-百(i)-m,(solidcurves)

andHTCsgivenbyEq.(D.56)(brokencurves),for(a)m-0.01,(b)m=0･1and(C)m-1

4.4 相関強度の影響

次に,温度,半径方向応力,円周方向応力の標準偏差に及ぼす熱伝達率の空間的相関性の影響

について考察する.図D･5-D･7はそれぞれ,熱伝達率の平均が表面上で一様に0.01と与えられた

場合の,定常時における温度,半径方向応力,円周方向応力の標準偏差を示している.いずれの

図においても,Bl,B2の値が小さいほど標準偏差値が上昇している.Bl,B2が小さいということは,
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熱伝達率の自己相関性が強いことを意味する･β1-月2-0では熱伝達率のランダム性は完全相関

(非確率場)に相当し,一方β1,β2≧100にとれば,帯域制限されたホワイ トノイズとなる.
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Fig.D･5 Theeffectsofthecorrelationparametersonthestandarddeviationofsteady-statedimensionless

temperaturewithV-0.1forthecaseofuniformHTCs,H(i)-G(i)=0.1
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Fig.D･6 Theeffectsofthecorrelationparametersonthestandarddeviationofsteady-statedimensionless

radialstresswithV-0.1forthecaseofuniformHTCs,H(i)-G(i)=0.1
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Fig.D･7 Theeffectsofthecorrelationparametersonthestandarddeviationofsteady-statedimensionless

tangentialstresswithV-0･1forthecaseofunifbrmHTCs,H(i)-G(i)-0.1

4.5 モンテカルロ･シミュレーションによる結果との比較

導出した l次摂動解の妥当性とその適用範囲を検証するため,サンプル数を1000としたモンテ

カルロ･シミュレーションを実行し,両者から得られた無次元温度の標準偏差を比較する.図D･8

に,定常時における無次元温度の標準偏差を,Fをパラメータにとって比較する.この図より,

摂動解は標準偏差を過小評価する傾向がみられ,その過小評価量は Fの増加にともない大きくな

っている.また,摂動解の精度は熱伝達率の相関強度,すなわちβ1,月2の値にも依存している*.

図D･8(b)のように,熱伝達率の自己相関性が非常に弱い場合,摂動解とモンテカルロ･シミュレ

ーションによる解との差はp-0.3でも最大で約3%であり,したがって,一次摂動解は十分実用

に耐えうる.しかし図D･8(a)のように,熱伝達率に強い自己相関性が存在する場合,摂動解とモ

ンテカルロ･シミュレーションによる解との差はV-0.2で最大約 8%,V-0.3では約 15%と無視

できない.Vが0.1程度までの範囲では,一次摂動解の使用は熱伝達率の相関強度に係わらず特に

問題ないが,熱伝達率が強い自己相関性を持ち,かつ Vが0.2を越える場合,より高次の摂動解

を用いる必要がある.

IEmery(37)も,摂動解の精度はランダム変動量の変動係数および相関強度に依存することを指摘している
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Fig.D･8 Thestandarddeviationsofsteady-statedimensionlesstemperaturebythefirst10rderperturbation

method(solidcuⅣes)andMonteCarlosimulation(brokencuⅣes)inthecaseOfHTCsgivenby

Eq.(D.56)withm-0.1for(a)Bl-B2=1and(b)Bl-B2-100
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5 緒 言

-非円筒面の熱伝達率が空間的にランダムな中空円板が,その側面 (円筒面)に周囲媒体から確

定的な軸対称加熱を受ける場合の熱伝導および熱応力問題を確率論的に解析した.熱伝達率のラ

ンダム性が確率場としてモデル化できるという条件の下,Vodickaの手法と摂動法を用いて温度と

熱応力の二次統計量 (平均と分散)を解析的に導出した.数値計算は,熱伝達率の変動係数が面

内で一定の下で,熱伝達率の平均が①全表面にわたり一様な場合②半径方向に線形増加する場合

一に対して行い,熱伝達率の平均の大きさ,熱伝達率の平均の空間的変化,および熱伝達率の空

間的相関強度が及ぼす温度と熱応力の統計量-の影響を考察した.また,モンテカルロ･シミュ

レーションからの結果と比較することで,導出した解析解の妥当性を確認するとともに,その適

用範囲を検証した.

得られた主な結論を以下にまとめる.

(1)熱伝達率の空間的変化は,温度 ･熱応力の平均よりも標準偏差に対してより大きく影響する.

(2)熱応力の平均は時間とともに必ずしも単調増加しないが,熱応力の標準偏差は時間とともに必

ず増加する.

(3)円周方向熱応力の標準偏差は半径方向熱応力のそれと比較して3-4倍の値を示す.

(4)熱伝達率の標準偏差が数オーダ変化しても,温度 ･熱応力の標準偏差のオーダは変わらない.

(5)熱伝達率の空間的相関強度が弱い(周波数スペクトルにおいて高周波成分が支配的になる)と,

温度 ･熱応力の標準偏差は低下する.

(6)導出した摂動解の精度は熱伝達率の変動係数および相関強度に依存し,変動係数が大きくなる

ほど,また相関強度が強くなるほど,解の精度は悪くなる.

本付録で述べた解析手法は,物体表面における熱伝達率が一方向に変化する中実円板,無限帯

板,および無限平板にも適用可能である.
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付録E

第 5章では,熱伝達率の連続的な確率場を離散座標の確率場で近似している.したがって,舵

計量の精度良い評価のためには,温度解析の際の分割層数nの選び方が非常に重要となる.連続

的確率場の離散化は,ある周波数よりも高い空間周波数成分の情報を連続的確率場が本来もって

いるランダム性から失わせる (エイリアシング現象).また,その空間周波数のしきい値は,離散

化時のサンプリング周期に依存する.一般的に,離散化された確率場の空間角周波数帯域は次式

のNyquist帯域で与えられる(71).

o≦回≦言 (E.1)

ここで,=はサンプリング周期,a)は空間角周波数である.円板を半径方向-等間隔に層分割した

場合,ランダムな熱伝達率q(r),x(r)のサンプリング周期は次式で表現される.

_ b-a=ニ--･ニー-
n

したがって,式匹.2)を式(E.1)に代入して

O-<la･l≦-空 L
b- a

(E.2)

(E,3)

nの値は,熱伝達率の最大空間角周波数が式(E.3)で与えられるNyquist帯域内に収まるように選ぶ

必要がある.よって,その熱伝達率が非常に低い周波数成分しか含んでいない場合,nの値は小

さくなり得る.しかし,この場合でもnには下限値が存在する.なぜなら,nを小さくしすぎる

と,本来半径方向に連続的な ｢熱伝達率の平均｣や ｢円板の熱的物性値｣または ｢板厚｣の変化

を,区分的に相異なる一定値で十分に近似できなくなるからである.表E･1に,∽-0.1とした場

合の複数の半径位置における定常温度の平均を示す.この表より,0.3≦Ⅳ≦3の範囲で2桁の有

効数字を得るには,少なくとも20分割が必要であることがわかる.もちろん,熱伝達率の平均や

円板材料の物性値および板厚の空間勾配がきつくなればなるほど,精度良い解析のためには,よ

り大きなn値を用いるべきことは言うまでもない.

TableE･1 Comparisonofsteady-Statemeantemperaturesatsomelocationsform-0,1andy-0

〟-0.3 Ⅳ-1 Ⅳ-3

n-10 n-20 n-50 n-10 n-20 n-50 n-10 n-20 n-50

0.2 0.047541 0,047411 0.047374 0.11552 0,11469 0.11445 0.25085 0.24481 0.24320

0.4 0.054022 0.0536450.053651 0.日995 0.11900 0.11876 0.25842 0.25213 0.25046

0.6 0.098264 0.0982410.098235 0.14374 0.14293 0.14270 0.28473 0.27785 0.27602

0.8 0.27047 0.26908 0.26912 0.28454 0.28109 0.28113 0.36025 0.34859 034677
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付録F
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Fig.Fl1 Atriangularcorrelationfunction
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付録G

分割した各層のヤング率をr∈[r,-1,r,]でE,(r)-Eo,rxJU-1,2,-,k)と近似する･この場合,各

環状層の両側面においてヤング率の実際の値j(rj-I),I(r,)を用いれば,次の条件式を得る･

f(r,_.)-E.,r::" f(rj)-E.,r:I

定数Eou,xjは式(G.1)から決定でき,結果的にEu(r)が次式のように得られる･

ln/(rJ)-hf(rJ-I)

E,(r)=f(r,-.) or EJ(r)=f(r,

-159-

Imf(rJ)-Imf(rJIL)

(G .1)

(G.2)



付録H

図H･1は,定常時の温度と円周方向応力の標準偏差を,式(5.40)のm,すなわち熱伝達率の全体

的大きさを規定するパラメータに対してプロットしたものである.この図より,①内径上ではど

ちらの標準偏差もm=0.01において極大値を示している②m>0.01の範囲では,mの増加につれ

て高い標準偏差値を示す領域が外径側に絞り込まれていく-ことがわかる.これらの理由は以下

の通りである :熱伝達率が非常に小さい場合,円板の温度は熱伝達率の変化に対して極めて敏感

になる.しかし,この場合,本計算例では熱伝達率のバラツキを変動係数によって決めているた

め,熱伝達率の標準偏差も非常に小さくなる.したがって,温度の標準偏差は小さい値をとる.

翻って,熱伝達率が非常に大きい場合,式(5.42)に従えばその標準偏差は極めて大きくなる.しか

し,温度は加熱面近傍を除いて熱伝達率の変化に対して鈍感である一その結果,この場合もまた

温度の標準偏差が小さくなる.よって,温度の標準偏差はそれら2つの領域に挟まれた範囲(0.001

<∽<0.1)において高い値を示す.また,その温度の標準偏差の特徴に呼応して,熱応力の標準

偏差はm=0.01にて急激に上昇している.
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Fig.H･1 Standarddeviationsof(a)temperatureand(b)tangentialstressforawiderangeofm

-161-



謝 辞

この研究は,著者が平成 12年から現在に至るまでの約9年間にわたり行ったものである.その

間,終始ご懇篤なるご指導とご鞭接を賜りました.岩手大学工学部 菅野良弘教授に深甚なる謝

意をささげます.

また,本研究を遂行するにあたり,終始適切なご助言と暖かい激励をいただいた 岩手大学工

学部 鹿瀬宏一教授ならびに,石巻専修大学理工学部 泉正明教授に厚くお礼申し上げます.

さらに,研究の遂行にあたり,冷暖房機器に関する共同研究を通じて貴重なご教示をいただい

た 高砂熱学工業株式会社 総合研究所 谷野正幸博士,庄子喜華氏に深く感謝いたします.

宮城工業高等専門学校 機械工学科 松谷保教授,丹野額教授,折田寛彦教授ならびに,教育研

究技術支援室職員の方々には終始有益なご教示と暖かき激励をいただきましたことをここに記し

て,厚くお礼申し上げます.

お忙しい中,副査として本論文の審査にあたっていただいた岩手大学工学部 岩崎正二教授な

らびに西村文仁准教授には有益なご意見をいただきました.心よりお礼申し上げます.

最後に,学位取得を力強く勧奨してくださいました山形大学工学部 黒田充紀教授ならびに原

田英二博士に感謝いたします.

粉雪舞う米沢の自宅にて 平成21年3月 千葉良一

-162-



主論文に関する原著論文および口頭発表論文

学術誌論文

(1) 千葉良一･菅野良弘 (2004)モンテカルロ′シミュレーション法による物性値に不確定性を

もつ傾斜機能平板の確率論的熱弾性問題の解析.材料,53,967-973.

(2) Chiba,R.andSugano,Y.(2007)Stochasticthermoelasticproblemofafunctionallygradedplate

underrandomtemperatureload.Arch.AFPl.Mech.,77,2151227･

(3) Chiba,R.･andSugano,Y.(2008)Stochasticanalysisofathermoelasticprobleminfunctionally

gradedplateswithuncertainmaterialproperties･Arch.AIPl.Mech･,78,749-764･

(4) Chiba,R.(2009)Stochasticheatconductionanalysisofafunctional1ygradedannulardiscwith

spatiallyrandomheattransfercoefficients･AFPl.Math.Model･,33,507-523A

(5) Chiba,良.(2009)Stochastic仇emalstressesinanFGMannulardiscofvariablethicknesswith

spatiallyrandomheattransfercoefficients･Meccanica,44,inpress･

国際会議発表

(1) Sugano,Y.*,Chiba,R.,Kanno,T,andHoshi,K.(2001)Stochasticthermalstressanalysisin

functionallygradedplatessubjectedtorandomsurfacetemperatures,FourthInt.Cong.Thermal

Stresses,pp357-360,Osaka,Japan･

(2) Chiba,R･*andSugano,Y･(2005)Stochasticthermalstressesinafunctionallygradedplatewith

uncertainmaterialpropertiesbyMonteCarlosimulationmethodandmaterialcompositiondesign,

Sixthtnt.Cong.ThermalStresses,pp61164,Vienna,Austria.

国内会議発表

(1) 菅野良弘 ･千葉良一*(2000.ll)境界温度がランダム変動する傾斜機能平板の確率論的熱

弾性問題の解析.日本機械学会 第 13回計算力学講演会,pp237-238,豊橋.

菅野良弘 ･千葉良一*(2001.3)ランダムな初期温度をもつ傾斜機能材料の温度と熱応九

日本機械学会 東北支部 第36期総会 ･講演会,pp126-127,仙台.

千葉良一*･菅野良弘 (2001.ll)モンテカルロシミュレーション法による物性値の不確定

性をもつ傾斜機能平板の確率論的熱弾性問題の解析.日本機械学会 第 14回計算力学講

演会,pp255-256,札幌.

千葉良一*･菅野良弘 (2004.ll)摂動法による物性値に不確定性をもつ傾斜機能平板の確

率論的熱弾性問題の解析 日本機械学会 第 17回計算力学講演会,pp695-696,仙台.

千葉良一*(2007.9)空間的にランダムな熱伝達率を有する傾斜機能中空円板の確率論的

熱伝導解析.日本機械学会 東北支部 第43期秋季講演会,pp75176,一関.

1163-



(6) 千葉良一*(2007.10)空間的にランダムな熱伝達率を有する変厚傾斜機能中空円板の確

率論的熱応力解析.日本機械学会 M&M2007材料力学カンファレンス,pp330-331,東

京 .

-164-




