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1. 諸言

システム同定とは、実システムの入出力データ

に基づき、そのシステムに最も近い数理モデルを

推定する作業である。本研究で利用したオブザー

バ/カルマンフィルタ同定法 1)(observer/Kalman

filter identification:OKID法)は、システム同定の

手法のひとつであり、離散時間領域でシステムを

同定するものである。OKID法では、減衰率の小

さなシステムに対して仮想的にデッドビート応

答を持つオブザーバを構成し、計測データから

オブザーバのマルコフパラメータを決定し、こ

れを用いて本来の同定対象のマルコフパラメー

タを決定する。仮想的オブザーバのインパルス

応答は、同定対象と比べ減衰が速いため、同定

のために必要とするデータ量を少なくすること

が可能になり、計算時間を大幅に減らすことが

できるという特徴がある。そのため、この手法

はシステムのリアルタイム同定や自動制御、航

空機などの効率的なシステム同定のために発展

してきた。

本研究ではこの OKID 法を将来的に UAV の

システム同定に応用することを目指し、実シス

テムであるヘリコプター実験装置のシステム同

定実験を行い、その有効性を確認することを目

的とする。

2. 導入

2.1 連続時間システムの離散化

同定対象のシステムが物理系である場合、そ

のダイナミクスは連続時間システムで表される

ことが多い。連続時間システムは状態方程式で

ẋ(t) = Acx(t) +Bcu(t) (1a)

y(t) = Ccx(t) +Dcu(t) (1b)
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と表される。OKID法は対象システムを一定のサ

ンプリング周期で離散化した離散時間システム

を同定する手法である。式 (1)のシステムに対し、

0次ホールド入力u(t) = uk , kT <= t <= (k+1)T

を仮定し、サンプリング周期 T で離散化 2)す

ると、

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) (2a)

y(k) = Cx(k) +Du(k) (2b)

ただし

[A B] = [I 0]exp

{[
Ac Bc

0 0

]
T

}
C = Cc, D = Dc

2.2 オブザーバ/カルマンフィルタ同定法

式 (2)の離散時間システムについて考える。

ここで、x(k), y(k), u(k) はそれぞれ n,m, r の

次元をもつ状態量、出力、入力ベクトルの時刻

t = kT における値を表す。これは (2)式のシス

テムの解 (3)式を用いて次のように書くことが

できる。

x(0) = 0

x(k) =

k∑
i=1

Ai−1Bu(k − i) (3)

y(k) =
k∑

i=1

CAi−1Bu(k − i) +Du(k) (4)

式 (4)の y(k)を行列形式で書くと

y := [y(0) y(1) y(2) . . . y(l − 1)]

= Y U (5)

ただし、Y と U はそれぞれ次のような行列で

ある。

Y = [D CB CAB . . . CAl−2B] (6)

U =


u(0) u(1) u(2) . . . u(l − 1)

u(0) u(1) . . . u(l − 2)

u(0) . . . u(l − 3)
...

...

0 u(0)


D,CB,CAB, . . . はマルコフパラメータであり、

線形動的システムのすべてのダイナミクスの情

報を含む行列である。

システム同定には、対象システムのモードの

インパルス応答を十分に取得する必要があるが、

減衰率が小さなシステムでは必要とするデータ

数 lが多くなる。そのため行列のサイズが大き

くなり、計算量が増加する。これを改善するた

めに、OKID法では (2)式のシステムに対する仮

想的オブザーバを構成し、入出力データに基づ

く仮想的オブザーバの同定を考える。

式 (2a)の右辺にオブザーバの項Gy(k)を加減

算することにより、仮想的オブザーバ ((7)式)を

構成する。

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) +Gy(k)−Gy(k)

= (A+GC)x(k)

+ (B +GD)u(k)−Gy(k)

= Āx(k) + B̄v(k) (7)

Ā = A+GC, B̄ = [B+GD −G], v(k) =

[
u(k)

y(k)

]
Gは n ×mの任意の行列で、(2)式のシステム

が可観測ならば、Āの固有値は自由に配置でき

る。そこで、Āを求めたいシステムの次数に応

じたべき零行列とすればデッドビート応答が作

られ、CĀkB̄ = 0 (k >= p) (pは求めるシステム

の次数)となることが保証される。これにより

CĀpB̄以降のマルコフパラメータは全て 0とな

り、それ以降のデータは不要になるため計算量

を軽減することができる。

また実際のシステム同定では、一般に初期値

はゼロでないため、式 (7)は次のように拡張さ

れる。
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x(k + p) = Āx(k + p− 1) + B̄v(k + p− 1)

(8)

= Āpx(k) + Āp−1B̄v(k)

+ Āp−2B̄v(k + 1) + . . .

· · ·+ B̄v(k + p− 1)

y(k + p) = Cx(k + p) +Du(k + p) (9)

= CĀpx(k) + CĀp−1B̄v(k)

+ CĀp−2B̄v(k + 1) + . . .

· · ·+ CB̄v(k + p− 1) +Du(k + p)

(9)式は、k = 0, . . . , l − 1について以下のよう

に書ける。

ȳ = CĀpx̄+ Ȳ V̄　 (10)

ȳ = [y(p) y(p+ 1) . . . y(l − 1)]

x̄ = [x(0) x(1) . . . x(l − p− 1)]

Ȳ = [D CB̄ CĀB̄ . . . CĀ(p−1)B̄]

V̄ =


u(p) u(p+ 1) . . . u(l − 1)

v(p− 1) v(p) . . . v(l − 2)

v(p− 2) v(p− 1) . . . v(l − 3)
...

... . . .
...

v(0) v(1) . . . v(l − p− 1)


D, CB̄, CĀB̄, . . . , CĀ(p−1)B̄は仮想的オブザー

バのマルコフパラメータ、V̄ はシステム (2)の

入出力から作られる行列である。式 (10)の右辺

第一項について、Āpが十分に小さく xの全ての

状態量が有界ならば、この項を無視して次のよ

うに近似することができる。

ȳ = Ȳ V̄ (11)

実験データに基づき ȳ、V̄ は決まるので、(11)

式が解を持たない場合には最小二乗解 (12)を利

用することにすれば、

Ȳ = ȳV̄ + (12)

ここで、V̄ +は V̄ の擬似逆行列である。

オブザーバのマルコフパラメータ Ȳ の分割

より、

Ȳ = [D CB̄ CĀB̄ . . . CĀ(p−1)B̄]

= [Ȳ0 Ȳ1 Ȳ2 . . . Ȳp]

Ȳ0 = D

Ȳk = CĀ(k−1)B̄

= [C(A+GC)k−1(B +GD)

− C(A+GC)k−1G]

= [Ȳ
(1)
k − Ȳ

(2)
k ] (k = 1, 2, 3, . . . ) (13)

(13)式より、(2)式のシステムと (7)式のオブザー

バのマルコフパラメータの間には次の関係性が

成立する。

D = Y0 = Ȳ0 (14)

Yk = Ȳ
(1)
k −

k∑
i=1

Ȳ
(2)
i Y(k−i) (k = 1, . . . , p)

(15)

Yk = −
p∑

i=1

Ȳ
(2)
i Y(k−i) (k = p+ 1, . . . ,∞)

(16)

そこで (2)式のシステムのマルコフパラメー

タを (14)～(16)式に従い決定し、次のハンケル

行列H

H(k − 1) =


Yk Yk+1 . . . Yk+β−1

Yk+1 Yk+2 . . . Yk+β
...

...
...

...

Yk+α−1 Yk+α . . . Yk+α+β−2


(α = β = p) (17)

の特異値分解を利用すれば、(2)式のシステムの

パラメータは以下のように求まる。

H(0) = RnΣn ST
n　

Â = Σ
− 1

2
n RT

nH(1)SnΣ
− 1

2
n

B̂ = Σ
1
2
nS

T
nEr, Ĉ = ET

mRnΣ
1
2
n (18)

ET
m =

[
Im Om . . . Om

]
,

ET
r =

[
Ir Or . . . Or

]
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3. OKID 法によるシステム同定実

験

3.1 実験装置

実験には図 1の Quanser社 2DOFヘリコプ

ターを使用した。これはピッチ軸とヨー軸の 2

Fig. 1　Quanser社 2DOFヘリコプター

自由度を持った実験用ヘリコプター模型である。

今回は一方の軸を固定し、ピッチ軸・ヨー軸そ

れぞれ１入出力システムとして考えた。ピッチ

軸まわりについて、入力はピッチモータへの入

力電圧 Vθ、出力はピッチ角 θ、ヨー軸まわりに

ついて入力はヨーモータへの入力電圧 Vλ、出力

はヨー角 λとする (図 2)。

機体の剛体運動のダイナミクスは

(Ja +ml2g)φ̈+Baφ̇ = T (19)

(φ：機体の回転角度、T：推進トルク、Ja：慣性

モーメント、m：機体重量、lg：重心から軸まで

の距離、Ba：粘性減衰係数)と表せる 3)。モー

ターを含むアクチュエータのダイナミクスは

Jbω̇ +Bbω =
K

R
V (20)

(ω：モーターの角速度、V：モーターへの入力

電圧、Jb：慣性モーメント、Bb：粘性減衰係数、

K：モーター定数、R：モーターの内部抵抗)と表

せる。また、プロペラから発生する推力はモー

ターの角速度 ωに比例するため、機体に働くト

ルク T との間に次の関係が成り立つ。

T = lmKωω (21)

(lm：モーターから機体軸までの距離、Kω：比

例定数)　

よって同定対象のシステムを 4次と仮定した。

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du (22)

x =


φ

φ̇

ω

ω̇

 , y = φ, u = V

Fig. 2　実験装置の入出力

ここで、ピッチ軸まわりについてはφ = θ, V =

Vθ、ヨー軸まわりについては φ = λ, V = Vλで

ある。

3.2 同定実験

3.2.1 ヨー軸まわりの同定

ヘリコプター実験装置のヨー軸まわりのダイ

ナミクスについて同定実験を行った。入力 0で

機体が静止した状態からの入力電圧 Vλ とヨー

角 λを計測した。また、ヨー角は反時計まわり

を正とする。サンプリング周期は 10/2048[s]と

して計測し、その入力と応答を図 3(a)、3(b)に

示す。計算には 5-40[s]の約 35[s]間のデータを

使用した。

ハンケル行列の特異値は0.0026, 0.0006, 0.0005,

0.0004であった。4次のモデルは以下のように

同定される。

Â =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−0.4980 0.0336 0.4712 0.9932


B̂T =

[
0 0 0 1

]
Ĉ = 10−3

[
0.4501 − 0.1728 − 0.2918 0.1292

]
D̂ = 0.0005
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Fig. 3　ヨーモーターへの入力電圧とヨー角の

応答

また、Âの固有値は 0.9999, 0.9823,−0.4945±
0.5123iであった。

さらに、同定したモデルと実機に同じ入力を

入れたときの応答の比較を図 4に示す。
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Fig. 4　測定出力と同定モデルの応答の比較

3.2.2 ピッチ軸まわりの同定

また、ヨー軸同様ピッチ軸まわりのダイナミ

クスについても同定実験を行った。あらかじめ

水平のつり合い状態を作るため、ピッチモーター

に一定入力を加えておく。つり合い静止状態を

基準とし、そこからの入力電圧の差 Vθとピッチ

角の差 θを計測した。また、ピッチ角は機首上向

きを正とする。サンプリング周期は 10/2048[s]

として計測し、その入力と出力を図 5に示す。

計算には 50-75[s]の約 25[s]間のデータを使用

した。
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Fig. 5　ピッチモーターへの入力電圧とピッチ

角の応答

ハンケル行列の特異値は0.0583, 0.0074, 0.0050,

0.0032であった。4次のモデルは以下のように

同定される。
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Â =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−0.4646 0.024 0.4223 1.018


B̂T =

[
0 0 0 1

]
Ĉ =

[
−0.0037 0.0005 0.0077 −0.0063

]
D̂ = 0.0078

また、Âの固有値は 0.9959, 0.9724,−0.4725 ±
0.504iであった。

実機と同定モデルに−0.03[V ]のステップ入力

を加えた場合の応答の比較を図 6に示す。
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Fig. 6　測定出力と同定モデルの応答の比較

4. 結言

本研究ではOKID法の実システム同定におけ

る有効性を確認するために、ヘリコプター実験

装置のシステム同定に適用した。OKID法は離

散時間システム同定のための手法の一つである

が、仮想的なデッドビートオブザーバを考える

ことにより、減衰の小さなシステムの同定にお

いても計算量を小さくできる特徴がある。同定

対象はヘリコプター本体の剛体運動のダイナミ

クスにアクチュエータのダイナミクスを加えて

4次以上のシステムと仮定して同定を行った。応

答の比較より、ヨーでは 6次、ピッチは 4次の

モデルが比較的良い一致を示した。

今後、多入出力系である２軸まわりの運動モ

デルについても同定を行う。また、同定モデル

を利用した姿勢安定化制御系の設計を行い、モ

デルの有効性について検討する。
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