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はじめに

本稿は平成14年度岩手大学教育学部教授中嶋文雄による微積分学の講義及び数学科4年次学生廣田

佳大の卒業研究，カオスとフラクタル，のなかで発見的に得られたいくつかの数学的結果の報告であ

る。第一章では二重積分の応用例である曲面積の定義において，通常の大学のテキストでは説明が不

十分と思われる点に対しその補足を試み．たものである。第二章では上記卒業研究の結果から次の三点

について述べたものである。
（1）三平方の定理の樹

（2）シムソン線の存在の解析幾何学的証明

（3）シムソン線の族の包絡線のコンピューター実験

これら数学的事項が内容的にすべて既知なものばかりであることは想像に難くない。しかし重要な

事はこれらが教育の場で，教官と学生の創意工夫により自己充足的に発見されたものであるという点

である。

第一章曲面積

周知のように3次元空間における曲面はズーッ平面上にある領域Dとその上で定義された関数Z＝′

（π，のによって構成される。その曲面積は次のようにして定義される。先ずDをズーッ平面におけ

る有限個の微小な長方形に細分する（ただしDの境界については若干の注意を必要とする）。次にこの

長方形の任意の一つをσとし，σの各点を通りg車ボこ平行な直線から成る立体を考え，この立体がσ

上の曲面の任意の一点での接平面から切り取る平行四辺形をσlとする。lσつをσ，の面積とLlσつ

の総和をとるノ。次にDの分割を無限に細かくするとき，前述の総和が一定の極限値に収束すれば，こ

の極限値を以って曲面積と定める。このとき曲面積の公式の導出のためσとσ’のなす角を

0≦γ＜盲とするとき
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lσつcosy＝lσl（1）

を証明する必要がある。著者の知るいくつかの教科書の中で，この点を比較的丁寧に書いたものに［1］

がある。そこでは先ず，σ，の一辺がズーッ平面に平行である場合に（1）を証明する。次に一般のσ1に

対しては，σ1を更にズーッ平面に平行な一辺を持つ長方形の集合で近似し，この長方形に対し（1）が成

立しているので，近似を限り無く改良していき，この極限操作の結果，（1）を成立せしめているのであ

る。この定義では極限操作が2回行われているが，後半の極限操作を行わずに，（1）を直哉的に証明し

てしまう方が，筋道として判り易いように思われる。実際，この事は高校数学の空間ベクドレの知識

で以下のように可能である。

図1を参照する。四角形ABCDはσ，を表し，四角形A，B，C，D，は長方形でσを表すものとする。

便宜上，AB＝BC＝1とする。ベクトル扇をelで，ベクトル万をe2で表し，ABCDの法線

単位ベクトルを．ど3で表す。θ1と云才のなす角をθ1，θ2と密ンのなす角をθ2と表すと，

el＝（0，CoSθ1，Sinθ1），e2＝（cosθ2，0，sinθ2），e3＝（－2tanθ2，－2tanθ1，，g），3＝
1＋tan2θl＋tan2θ2

である。

elとe2のθ3なす角は，elとe2の内積によってcosθ3＝sinθ1sinθ2として求められる。ABCDの

面積はsinθ3，A，B，C，Dfの面積はcosθ1CoSθ2である。従って，

lσ，lsinθ。

IσlcOSθlCOsθ2

γはθ3とg軸のなす角であるので，COSγ＝βであるO

よって，

sinθ3

CosθlCosθ2
＝Ji寺bn2θ1十tan2θ2（2）

を示せばよい。（2）の両辺を2来してsin2θ。＝1－COS2θ3＝1－（sinθ．）2（sinθ2）2を用いると（2）は

1

（cosθ1）2（cosθ2）2
ー（tanθ．）2（tanθ2）2＝1＋tan2θ1＋tan2θ2
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となる。これは1

（cosθ1）2（cosθ2）2
（1＋tan2θ1）（1＋tan2θ2）

と同値である。よって（1）は成立する。

第二章
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（1）三平方の定理の樹

中学校数学の第3学年の教科書には参考図としてであるが，三平方の定理の応用としてフラクタル

の例が載っている［2］。

平面上に任意に正方形を考えそれを出発点として図2及び図3の様にしてフラクタル集合が構成さ

れる。それを三平方の定理の樹と呼ぶ。

出発点となる正方形を者とし自然数〟之1に対して

者ニA（者－1）∪者（者＿1）∪者と置くと〟＝∪者が三平方の定理の樹である。
．Tll

定理〟は有界集合である。

証明革を図4の様にとる。ただし一辺の長さをβとする。又，o＜θ＜里と仮定する云このとき

－4

着の任意の小正方形の頂点ク（π，のは前述の構成方法より

回くβ（姦osJや

lッ，くβ（をos上り

となる。よって
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回＜了二孟諒，lッlく品

である。これはArの有界性を示している。

0
，一一r

（2）シムソン線

三角形ABCとその外接円上にある任意の点Pから直線AB，BC，CAに引いた垂線の足をそれ

ぞれD，E，Fとすると，D，E，Fは一直線上に存在する（図5を参照）。この直線をシムソン線と

いう。シムソン線の存在のための証明は円周角の性質を用いる幾何学的方法が一般的である（［3］を

参照）。ここでは，あえて解析幾何学的な別証明を試みる。

プ

R

A

よ／ 0 〕 ，ズ

C、

P

先ず△ABC、とその外接円Rを考え，R上の任意の点をPとする。円Rの半径は1とし，中心はx

－y座標平面の原点とする。すると4点A，B，C，Pはそれぞれ（cosA，SinA），（cOSB，sinB），

（cosC，sinC），（cos。だsinP），ただし，と置ける（図6を参照）。

そのとき，点D，E，Fの座標は次の通りである（［4］を参照）。
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cosA＋cosB－Cos（A＋Bプ）＋cosPsinA＋sinB－Sin（A十β－1P）＋sinp

2’2

cosB＋cosC－Cos（B＋Cj＞）＋cosPsinB＋sinc－sin（B＋Cf）＋sinp

2’2

cosc＋cosA－COs（C＋ATP）＋cosPsinc＋sinA－sin（C＋Af）＋sinp
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直線DEの式は（顆一物）（ッール）＝（ルール）（ズー勘）であるので，

（顆一顆）♭－J切）－（顆一物）レール）＝0が成り立てば点Fは直線DE上に存在したことにな

ぉ一方D＝2sin撃cos空㌍sin竿

yF－yD＝2sin掌sin讐㌘sin掌

xF－XD＝2sin掌cos讐㌣sin掌

yE－yD＝2sin撃sin∠讐㌍sin竿

（ぉ－XD）（y－yD）＝（2sin撃とos響掌ゴsin掌）（2sin掌sin塞掌竺sin掌）

＝4sin撃sin誓sin誓sin掌sin4坦±¢＝どcos妻壁坦＝ど

（ズーXp）（yE－yD）＝（2sin誓cos些㌍sin掌）（2sin撃sin些㌍sin誓）

＝4sin撃sin掌sin竿sin掌sin廼±どcos4坦±∈ゴ
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よって，（顆一助）0ダール）－（顆一物）毎－ル）＝0

∴3点はD，E，Fは一直線上に存在する。（証明終）

（3）シムソン線の包絡線

（2）において三角形ABCとその外接円を固定し，点Pをこの円周上で動かすとシムソン線の族が得

られる。この族の包絡線はハイポサイクロイド曲線になることが知られているOここでは三角形AB

Cがその外接円を変えない場合に，三角形ABCの形状に対応して包絡線の位置が変化する様子をコ

ンピューターグラフィックスによって確かめる（以下の図7～図10を参照）。
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