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1・緒言

建築，土木分野において，合板又は木材は部材として多く用いられている。

これら部材は直交其方性材料と看倣され，剛性，強さは，その繊維方向とスパン方向との

なす角度に大きく依存する。従って，この種の材料が曲げを受ける矩形板として有効に利

用されるには，それらの曲げ挙動に関する解析が必要であり，これまでに多くの研究（例

えば文献1ト7りがなされている。

一方，学校教育においても，木材，又は合板は実習用板材として，広く用いられており，

これら材料の異方性を子供達に理解させることは意義あると思われる。

それ故，本研究では，この種の材料の曲げ剛性に関してではあるが，視覚的に理解し得

るパーソナルコンピュータ教材の作成を目的とした。

ここにおいて，まず，直交異方性板の曲げ問題解析に関するプログラムを確立しておかな

ければならない。これには，任意の形状，荷重条件，境界条件に容易に対応し得る有限要

素法が適当と考えられるが，これまでに発表されているものは，弾性軸が座標軸に一致し

ている場合に限られている6・7）。しかしながら，教材としては両者が傾きを持っている場

合の挙動も不可欠であることから，第1段階として，弾性軸が座標軸に対し，任意の角度

を持つ場合の剛性マトリックスを陽な形で求めることを試みたので，ここに報告する次第

である。
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2．剛性マトリックス  

使用する要素は，図．1に示すような長方形板曲げ要素とし，各節点における自由度は，  

Z軸方向変位wと，適ほわりの回転角伊∬，y軸廻りの回転角βyを与える。  

Z  

Y  

図1ズ，y座標系における長方形板曲げ要素   

従って要素は12の自由度を持ち，変位関数として，次のような多項式を選ぶことができる。   

W（ェ・y）＝＝α1＋α2ご＋α3y十α4メ十αsェy＋α6〆十α7ガ＋町ば旬＋・町ば〆＋α10y3（1）  

十α11ガy＋α1Zエy3   

又・♂ェ＝若潮 ＝－一  （2）  

である。   

ところで，（1）式から得られる剛性マトリックスは，陽な形とならない。そこで，図．2  

のように座標を無次元化して，   

ぞ＝，ワ＝  

を採用する。   

そうなると，ぞ－？座標系では，変位関数wは次式で与えられる。  

せ   

（3）   

1  2  

（0、0）  （1、0）  

図2 無次元化した座標系における長方形板曲げ要素  
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（4）   w（ぞ，ワ）＝lTα   

ここに  

IT＝L！2aE 2b7 4aZE24abE？4b2ワ28a3E38a2bE27  
8ab2E72 8b3ワ316a3bE3716ab3E？3」  

α
 
α
 
・
 
 

∂w l  ∂w  

∂y 2b ∂ワ  
＝gTα  βJ＝  

∂w  β＝－一＝－一＝一 y言 冊  

ここに  

gT＝LO OlO2aE 4b？04a2E28abE712b2ヴ28a3E324ab2∈？j（9）   

hT＝LPlO4aE 2bワ 012a2E28abfワ 4b272024a2bE2ヮ 8b3u仕ゆ  

従って，（4），（7），（8）式に，図．2の節点1－4の座標を順次代入すると，節点変位ベクト  

ルdは，次のように表すことができる。   
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ここで，Aの逆マトリックスを  

B＝＝A‾1   

とおけば，（4）式の変位関数wは，節点変位ベクトルdによって，  

w＝lTBd   

と表される。   

ここに，  

㈹  

㈹  

8a3b3 0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  

0  0  －8a3b3 0  0  0  0  0  0  0  0  0   
0 8a3b3 0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  
－6ab3 0  8a2b3 6ab3 0 4a2b3 0  0  0  0  0  0  
－2a2b2－4a2b34a3b2 2a2b24a2b3 0 －2a2bZ o o 2a2b2  0 －4a3b2  

－6a3b －8a3b2 0  0  0  0  0  0  0 6a3b －4a3b2 0  
2b3 0 －2ab3 －2b3 0 －2ab3 0  0  0  0  0  0  
3ab2 0 －4aZb2－3ab2 0 －2a2b23ab2 0 2a2b2－3ab2 0 4a2b2  

3a2b 4a2b2 0 －3a2b－4a2b2 0 3a2b －2a2b20  q3a2b 2a2b2 0  

2a？2a3b O O O O O O O －2a3 2a3b O  
－bZ o ab2  bZ o ab2 －b2  0 －ab2 b2  0 －ab2  
－a2 －a2b O a2 a2b O  －a2  a2b O a2 －a2b O  

B＝  
㈹   

次に，節点変位d対応する節点カーは，仮想仕事の原理，又は歪エネルギー法により求め  

ることができるが，本報告では後者で行うことにする。   

ここで，直交異方性板の応力一歪関係式さ）は，  
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∬
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 〈完乾．  

ここに，  

㈹  

d1．＝r4cll＋2rZs2c12十s4c22＋4r2s2c66  

d12＝r2s2cll＋（r4＋s4）cIZ＋r2s2c22－4r2s2c66  

d16＝－r3scll＋（r3s－Sr3）c12＋rs3cz2十2（r3s－rS3）c66  

d22＝S4cll＋2r2s2c12十r4c22＋4r2s2c66  

d26＝－rS3cll十（rs3－r3s）c12十r3sc22＋2（rs3－r3s）c66  

d66＝r2s2cll－2r2s2c12十r2s2c22＋（r2－S2）2c66  

（咽   

EI  
Cll＝‾，C12＝      Ⅴ  

竺ユ星ら   
Ⅴ  

c22＝吾  

E．－〝122E2   
，r＝COSβ，S＝sinβ  C66＝G12，Ⅴ＝  

El：直交異方性板の繊維方向ヤング係数，E2：同繊維直角方向ヤング係数，〝12：同  

ポアソン比，G12：同勢断弾性係数，β：材料の繊維方向とスパン方向のなす角度である。  

今，板が曲げを受けた場合，その内部に貯えられた歪エネルギーUはご，即座標系において，   
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次式で与えられる。   

u＝‡〃J（♂ェどょ十♂y∈y＋rご〃γ∬リ）d由dz  

㈹式に㈹式を代入すると   

u＝‡〟／毎E㌔＋d22Ey2十2d12亡∬∈y  

＋d66γェy2十2d16Exγxy十2d26Eyγxy）dxdydz  

一方，歪は   

∈∬＝－Z一 語，∈y＝－Z一語，γ∬y＝－ 2Z   

で与えられるから，餌式を錮式に代入して，  

2 

u＝意N（dll（一語）＋d22（％）2十2d12一語一語  

謡・4d26一蓋 
十4d66は㌫）2十4d16一蓋 〕dxdy  

を得る。   

ところで，  

∂2w l ∂2w ∂2w l ∂2w  ∂2w l  ∂2w  

㈹  

錮  

輔  

輯  

（縛  ‾ 
∂㌔4a2 ∂ぞ2，∂y2‾4b2 ∂ワ2  ∂1∂y 4ab ∂∈∂？  

であるので，これを用いて，輯式のUをぞ－ワ座標系に変換する。即ち，幽式を¢勿式に代  

入して，  

1 

u＝喜成（普AE2＋審Aヮ2・怠AfAヮ＋患A”2＋告AEAぞワ＋音AyA”）dfdヮ糾  

ここに，  

∂w2    ∂2w ．  ∂2w  
鍋   A∈＝ ニニ2，Aヶ＝ ニJ2，Aぎワ＝ 2，‘1ワ 2，八〒γ  

∂ぎ  ∂ワ  ∂∈∂ワ  

以上で，盃エネルギーが求まったので，次に¢Q式で与えられるカスチリアーノの定理を  

適用して，要素剛性マトリックスの各成分を求める。  

kl・戸忘（一語）  

q‖q（i＝1，2‥・12，j＝1，2・‥12）  

鯛  

ところで，   

普2Aぞ＋審2Aヮ  ＝妄飢普  ∂Aヮ  

∂qJ  

）＋患2A”  
∂A＝  

∂q】  ＋怠（告Aヮ十Aぎ  

＋告（告 A”欄  

帥   

Aぞ勅語））d…  ）十音（  
∂A＝  

∂q】  

であるから，¢Q式は次のようになる。   

klJ＝意飢普（忠告城   ∂ql∂qJ  
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＋普（忠告・Aサ  ∂ql ∂qj  ■‘▲Y∂q．∂qj  

∂AE ∴ー∴三  ∂2Af．．∂Af ∂A？．  
十怠（・  

十普（  

十  
宗諒Aヮ十盲㌃‾言古  

∂2A”  

∂ql∂q】  

∂Afワ ∂Aぎり  

∂q． ∂qJ  
十Aぞサ  

∂Aざ ∂Aモア ． ∂2Aぞワ  ∂2Af  

∂ql∂ql  

∂Af ∂Aぞワ  
＋掌（  

十音（  

十Aさ  ＋  Afサ十  ∂q， ∂q，l∂q． ∂q， ■‘－■、∂ql∂qユ  
三 

ー・・  
十告  Aぞサ十  

∂2Aヮ  

軸1∂q】  

ぞdワ幽  

さらに，  

Ae，Aヮ，Afヴはql，q，の1次結合であるから，   

菜覧＝0・蓋 ＝0，  
従って，幽式は次のようになる。  

幽  ＝0   
∂q．∂qJ  

1  

kり＝虎恕  
∂Aサ ∂Aヮ  

∂ql ∂q－  

∂Aぞ ∂Aぞ  

∂q． ∂q∫  
＋  

・  ∂Aぞワ ∂A＝   
十（  

∂Aぞ ∂A＝   

∂q． ∂q】  

∂Aヮ■ ∂Aぞサ  

十  

十（  

＋音（   

∂ql ∂ql  

∂Aぞ ∂Aぞサ  

∂q】 ∂ql  
∂Aヮ ∂A＝  

）   

）〕dぞd？  

十  

＋  ㈹  
∂q． ∂q、 ■ ∂q、  ∂q，  

また，Aぞ，Aサ，Aぞワは㈹，¢尋カ、ら   

Aぞ＝（－6＋12f＋6クー12ぞワ）wl＋（6－12さ－6ワ十12ぞワ）w2  

＋（6クー12ぞワ）w3十（－6ヴ＋12ぞヴ）w4  

＋（8a－12aE－8a7＋12aぞ7）Oyl＋（4a－12aE－4a？＋12afヴ）ey2  

＋（4a？一12aぞ？）βy3＋（8aワー12aぞ写）β〆  帥  

Aヮ＝（－6＋6ぞ＋12ワー12ぞワ）wl＋（－6ぞ＋12ぞ？）w2十（6クー12ぞヴ）w3  

十（6－6E－12ヴ＋12E7）w．＋（－8b十8bf＋12b7－12bE？）e＝1   

十（一8bE＋12bE7）ex2＋（－4bE＋12bE7）ex3＋（－4b＋4bE十12b？－12bE？）e＾¢29   

A∈り＝（－1＋6ぞ＋6？－6ぞ2－6？2）wl＋（－1－6∈－6ワ＋6ぞZ＋6ワ2）w2  

十（－1＋6∈十6？－6㍗－6ヴ2）w3十（－1－6ぞ－6ヴ＋6ぞ2十6ヴ2）w4  

＋（－2b＋8bクー6b72）e皿＋（2b－8b7＋6bワ2）ex2十（－4bヴ十6bヴ2）e＄3  

＋（4bクー6bヴ2）βd＋（2a－8aぞ＋6a㍗）βyl＋（－4aぎ＋6aぞ2）♂挿  

＋（4aぞ－6aぞ2）β〟3＋（－2a＋8aぞ－6aぞ2）♂〆   

よって，βゆ～鋤式から要素剛性マトリックスの成分は，次のように得られる。  

㈱   

kl・1＝意（  
j 
＋十  十意）  

kl・2＝k2・1＝意（  

kl・3＝k3・1＝意（  

茎爵＋普＋窓   

2bdl1 2d66  d12   aZ   5b b  
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一意）  
‾  
（一等L＋普－ 警－＋普一 

t3  

k＝＝k4・1＝扇  
t3  

kl・5＝k5・1＝‾豆㌃  

t3  

kl・ぢ＝k6・1＝‾元‾  

t3  
kl－7＝k7・1＝‾訂  

t3  
kl・8＝k8・1＝  

百  

ad22 2d66 dlZ 2d26  
b2  5a a b   

2bdl1 2d66  

a2   5b  

・剖  
辿」十   3  －一 
a  

（暑一昔十半）  

一驚）   

」  
十  24   

kl，9＝k9，1  

有  

‾  

t3  
klIl。＝klO・1＝  

t3  
kl－11＝kll－1＝‾  

扇  
t3  

kl・1Z＝k12・1＝‾  
訂  

L bdll．2d66．d12．2d16  
‾テ＋青十膏十   

k2・2＝封  

k2．3＝k3，2＝  

十普・2dz6）  

－2d12一一  24  

一書＋告）  

ad22 2d66  
b2  5a   

t3  
kz・l＝k4・2＝  

百  

新一普） 4ad22 16bd66  24  

24  

24  

t写  

豆亘  

24  

kz．5＝k5．2＝  

k2，6＝k6．2＝  

k2．7＝k7．2＝  

k2．8＝k8，Z＝  

kz．9＝k9，2：＝  

十  

卜普－＋普一半）  

（普＋告＋2d26）  
bd16  ad26   

3a  3b  

訂  

首  

t3  
k2・10＝klO・2＝‾  

t3  
k2・11＝kll・2＝  

t3  
k2・12＝klZ・2＝‾  

ぅ互  
・  

十普＋2d16）  旨（  k3・3＝す  

L＋  t3  
k3・4＝k4・3＝‾  

扇  
t3  

k3・5＝k5・3＝  百  

（普一昔）  

（普一昔・祭）  

卜普一審）  

24  

24  

24  

k3，6＝k6．3＝  

k3，7＝k7．さ＝  

k3，8＝k8，3＝  

・普十2d16）  ‾  2bdll  t3  
k3▼9＝k9・3＝扇  
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t3  
k3IlO＝klq・3＝‾  

盃  

t3  
k川＝kll・3＝‾  

4bdl116ad66 賢一ユ空尉  24  
k3．12＝k12．3＝  

旨（  

2bdll  
＋意）  ・・   k4・4＝古ド蓄  

t3  
k4・5＝k5－4＝‾元‾  

星  

・＋  
星賢十＋  

24  
k4．6＝k6．4＝＝  

t3  
kり＝k7・4＝ぅ盲‾  

bdl1 2ad22 14d66  
a3   b3   5ab  一意）  

（j欝十普）  

（普一昔一幸＋  

24  

24  

k＝＝k8，4＝  

k4．9＝k9，4＝＝  

ー一也一審十」余   a3  十剖  24  k4．10＝k軋4＝  

訂  

t3  
k4・11＝kll・4＝‾  

t3  
k4、1Z＝k12・4＝  

百  bdl1 2d66 2d．6  aZ  5b a  
旨（  十普－2d26）  
8adz2  

k5・5＝羞丁葡  

t3  
k5・6＝k6・5＝‾‾  （2d12一昔一昔）   

24  
2ad22 2d66  
b2   5a  

k5．7＝k7、5＝   

‾  

t3  
k5・8＝k8・5＝‾宏  

24  
＋  

k5，9＝k9．5＝  

（－普一十  
24  

24  

k5．10＝klO．5＝  

k5．11＝kll．5＝  
＋   

bd16 ad26   

3a  3b  

t3  
k5・12＝k12・5＝‾  

云石  

k6・6＝意（普＋普－2血6）  

bd．1 2d66 d12 2d16  t3  
k6，7＝k7・6＝甘  

t3  
k6・8＝k8，る＝‾面‾  

tユ  

k…＝k9t6＝‾盃‾  

a2  5b b  

（普・普）  

（豊一驚）  

十普＋告）  

一昔）  

t3  
k6・10＝klO・6＝  

百  
t3  

k…＝kll、6＝  
百  
t3  

k6・12＝klZ・6＝‾  
＋普－2d“）  
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k7・7＝意（一撃」十暑＋普・意）  

2ad22 2d66 d12  
b2   5a a  旨（  

k7・8＝k8・7＝て汀  

k7・9＝k9・7＝意（一驚L十普＋告）  

十一一  卜祭寮普意  
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平嶋3－は，直交異方性板の曲げ解析に当たり，微分方程式から得られた厳密解の検証に  

際して，図3に示すような合板の曲げ試験を行っている。そこで，本報告でも，平場の理  

論値・実測値と比較することにより，前章で求めた剛性マトリックスの妥当生を検討しよ  

うとするものである。   
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図3．合板の曲げ試験  

荷重：中央集中荷重、境界条件：両端単純支持、他端自由  

表．1は，平鴫が実験に用いた合板の弾性定数等を示したものである。なお，荷重は中  

央集中荷重とし，境界条件は両端単純支持・他端自由である。又，実験に当たり，合板の  

表繊維方向はスパン方向に一致している場合，及びそれに直交方向の2つの場合を取り  

扱っている。  

表．1 合板の材質特性   
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t：板厚，γ：比重  

El：合板の表紙推方向ヤング係数，Ez：合板の表繊維に直角方向ヤング  
係数，G12：せん断弾性係数，〝12：ポアソン比   
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表．2 合板中央の積み  8  

合板  1   m   m  8e  8t  8f   8e   8t  
β                           記号  （Ⅷ）（馳） T  （×10「m／kgf）   ∂f  ∂f   

PL60  40   44 1．1  21．9  21．4  21．8 1．00  0．98  

PL61   40   44 1．1  23．9  21．6  22．1 1．08  0．98  

PL62  80   40  0．5 107．5 111．0 112．1 0．96  0．99  

PL64  40   40 1．0  21．5  21．4  21．7  0．99  0．99  
0－  
PL90  80   44  0．55  36．8  36．6  36．8 1．0  0．99  

PL91  40   44 1．1  7．5  6，8  6．9 1．09  0．99  

PL92  40   40 1．0   7．1  7．3  7．3  0．97 1．0  

PL94  40   40 1．0   6．9  6．5  6．6 1，05  0．98   

PL60  40   44 1．1  69．4  73．5  74．0  0．94  0．99  

PL61  80   44  0．55 494．5 550．6 551．4  0．90 1．0  

PL63  40   40 1．0  81．6  80．5  80．7 1．01 1．0  

PL65  40   40 1．0  72．1 77．7  80，0  0．90  0．97  
900  
P工．90  40   44 1．1 14．1 10．1 10．2 1．38  0．99  

PL91   80   44  0．55  78．8  79．3  79．6  0．99 1．0  

PL93  80  40 0．5  99．0 99．9100．0 0．99 1．0  

PL95  80   40  0．5 105．8 107．2 107．4  0．99 1．0  

β：合板の表繊維方向とスパン方向のなす角度  

1，m：それぞれ合板の横・縦の長さ（図1参照）  

∂e：実測値3），∂t：厳密解，∂f：本計算値   

表．2は，板中央の擁みに関する平鴫の実測値，厳密解と，本計算値を示したものである。  

本計算値は実測値，厳密解と比較的よく一改していることから，本研究における剛性マト  

リックスは実用性あるものと思われる。  

なお，実測値との適合があまり良くないものがみられるが，これは平場も指摘しているよ  

うに，合板の中には，反り又は操れを有しているものがあり，理想的な単純支持条件になっ  

ていなかったためと思われる。   

又，本計算値は厳密解に比べ，幾分安全側に得られたが，これは次の理由によるものと  

思われる。  

1）板のような連続体では，元来無限の変位の自由度を持っているが，これを1節点3  

自由度の系に置き換えて解を得ているため，あくまでも近似解である。   

2）仮定した変位関数から，要素の境界2節点を結ぶ縁に沿って，変位の連続性は保障  

されるが，勾配のそれは保障されない。それ故，要素間の勾配の不一致が影響したも  

のと思われる。   
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結 言  

直交異方性板の曲げに関する本剛性マトリックスは，既往の研究結果による検証を通し  

て，その実用性が確認され，本研究の第1段階は解決した。  
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