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木材上における座金の線形曲げ解析

辻野哲司＊・平井卓郎＊＊・竹内則雄＊＊＊

（2005年10月31日受理）

1.緒言

木材のボルト接合において、木材が十分厚く、かつ設計基準を満足するボルトを使用しても、

座金のめり込み変形が大きいと、接合部のすべり量が増し、構造物は支障をきたすことになる。

このようなことから適性座金め選択も、ボルト接合部設計のパラメータの一つになると思われ

る。しかしながら、学術的には平井1，2）による座金のめり込み挙動に関する実験的検討がある程

度で、十分なものとは言えない。解析的にこのような問題を取り扱うには、座金を弾性床上の

平板とみなす方法が考えられる。弾性床上の平板に関する問題において、線形解については、

Timoshienko3）、原口4）、能町5）らにより解が求められている。一方、小林6）らはMindlin理論

を用いて線形粘弾性基礎上の板の解析を、倉田7）らは差分法を用いて非線形基礎床上の平板の

解析を、さらに松田8）らは非線形地坂上の平板の曲げ解析を増分形微分方程式により行ってい

る。しかしこれまでの報告では、崩壊荷重を求めるまで至っていなく、また境界条件によって

は、解の得られない場合もある。

ところで、川井9・10）により開発された剛体ばねモデル（RBSM）は、クラックやすべり等の不

連続性を伴う問題にも、比較的容易に対応できるので、この手法を木材上座金の曲げ問題に適

用し、増分理論11）も併用すれば、その弾塑性解析も可能になる。そのためには先ず、この座金の線

形曲げに関する剛性方程式を確立しておく必要があり、本研究ではそれについて検討を行った。

2.解析方法

木材上の座金を弾性床上の板と見なせば、これは図1に示すような分布されたばね上の板曲

げ要素の集合体で表すことができる。RBSMでは、各要素に対し剛体変位場を仮定するので、

この分布ばねによる床反力を、要素重心に作用する反力に置き換えることができる。すなわち、

板の曲げに関する剛性方程式に対し、上記の床反力の項を追加することにより、弾性床上板の

曲げ解析と同様の解析を行ったものと考えることができる。
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図1 弾性床上の板曲げ要素  

2．1板曲げ要素の剛性方程式  

面外荷重が作用する平板要素の剛体変位場は、図1に示すようにz軸方向のたわみ（∽）と、∬  

軸、ツ軸回りの回転角（玖¢）によって表すことができる。   

ここで、全体座標系（升サーZ）のz軸を、2要素境界面上の局所座標系（ざ十乃）のf軸と一致  

させ、g軸ならびにf軸の原点を、板厚方向の中心に設ける。このとき、要素1において、要素  

境界面内の任意点♪（ち動Z）におけるちツ，Z方向の移動量（F♭Vl，Ⅳ1）は、要素重心の変位  

（軌，軋¢1）を用いて、次のように表すことができる。  

q＝r〟1   

ここに、  

丁・二  

（1）  
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q＝［q，Ⅴ，呵］t，叫＝［叫，β1，久］t，（∬1，ツ．）：要素1の重心の座標値   

次に、式（1）のⅣ1を、要素境界面上に取った局所座標系（sイ一犯）の成分にq変換すると次  

式を得る。  

町＝β【1  
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ここで、ム∽は辺34の方向余弦であり、次の関係にある。  

′＝掌∽＝掌エ＝叔詔  

ただし、∬ij，ツijの下付き添字官，ブは次のような意味を持っ。  

∬ij＝ズ1‾∬j，ツij＝ツi‾乃  

よって、式（1）、（2）より、  

q＝R窄叫＝乙吼叫  

ここに、   

（3）   
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式（3）は、要素1に対する座標変換後の剛体変位を示したものである。同様にして、この要  

素と隣接する要素2のざ－才一乃座標系での移動量を求めると、  

（4）  q＝Zβ2捉2  

ここに、q＝［巧，巧，畷］t，〟2＝［ぴ2，β2，¢2］t   
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γ42＋ッ32  
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よって、隣接する2つの要素境界辺上中点における相対変位（∂）は、次のように表される。  

∂＝Zβ〟  （5）  

ここに、∂＝［巧一弘，巧一Ⅴ，唯一叫］t＝［良，q，軋］t  

〟＝［叫，∂1，れ紺2，銭，¢2］t  

β＝［；1   

ナ乃 －J O  

－△12 △111  

－ノ  ー椚 0   

ここで、（∂s，∂t，∂。）はそれぞれ、局所座標系ざ十乃軸に沿った相対変位を表している。   

一方、相対変位（∂）と単位面積あたりの表面力（α）の問には、次の関係が成立するものと  

仮定する。  

（6）   げ＝β∂  

♂＝［ち，ち，吼］t，β＝  

ここに、（ちTbα。）はそれぞれざ軸、f軸方向のせん断力、乃軸方向の軸力に対応する。   

またかば、ばね行列であり、たs，たtはそれぞれ5軸、f軸方向のせん断に抵抗するばねを、た。は  

乃軸方向の軸力に抵抗するばねを表している。   

これらのばね定数は、従来のRBSMと同様、平面応力状態を想定し、次のように仮定した○  

月  旦  
（7）   たs＝た1∴，たn＝    ルs′り 

（1＋〟）九’川n（1＋〝2）ゐ  

ここに、且：板のヤング係数、〝：ポアソン比 

ゐ：隣り合う2つの要素重心から要素境界面に下した垂線の長さの和  

以上から、変形後に要素間のばね系に蓄えられる歪エネルギーⅤは  

Ⅴ瑚 ∂ 
b∂dA  
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＝‡〟甘‡（立地動  

ここで、Aは隣り合う2要素境界面の面積を意味している。  

従って、Castiglianoの定理から、要素剛性方程式が次のように求められる。   

r＝た〟  

ここに、√＝［01，エ1，〟1，吼，エ2，唯］t  
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kll＝kG，k12＝△12kG，k13＝－A11kG，k14＝－kll，k15＝－△22kG，k16＝△21kG  

た22＝∽2たJ＋蕗M＋△．22た。，た23＝一助症J十加娩M－△11△．㌔。，た2。＝－た12，  

た25＝－∽2たJ－△12△22んG－′2たM，た26＝g∽たJ一助沈M十△11△12たG，  

た33＝穐＋∽2たM＋△．．2た。，た3。＝－た．3，た35＝g椚たJ－J∽たM＋△11△22た。  

た36＝一拍√Ⅶ2たM△1．△22た。，た朗＝た1．，た。5＝－た15，た。6＝－ん．6  

た55＝∽2たJ＋g2たM＋△222たG，た56＝一′∽たJ＋′椚たM－△21△22たG，  

た66＝′2たJ＋∽2たM＋△212たG  

且い3  且乙f3  且A  
たJ＝  

12（1＋〃）わ’ルM 12（卜〟2）ゐ’川G（1＋〟）わ  

2．2 床反力   

本研究で峠、図1における床ばねをWinkler型ばねと仮定する。   

いま要素1に着目し、その任意点q（ちγ）の沈下量g．（砺）を求めると式（J）より次のよう  

になる。  

（10）  β1＝叫＋（ッーツ1）β1一（∬一光1）¢1＝旦叫  

ここに、旦＝［1，（γ－γ1），－（∬－∬．）］，∬1，ツ1：要素1の重心座標値  

叫＝［叫，β1，動］t：要素1の剛体変位  

この時、このばねに蓄えられる歪エネルギーは以下のように求められる。   

vl＝誹恥伽dSI  
SI  

Sl：板要素の面積、C，1：弾性面圧定数   

（11）  

この積分を実行し、要素重心に作用する床反力rlを求めると、次のように表すことがでる。   

巧＝＝妬  

ここに、れ＝［㍍1，筍．，ち1］t  

（12）   
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Sl：要素1の面積、ん  

なお、めり込み初期の場合の面圧定数には、次式から得られる値を用いた。  

ER  
Cひ1＝  

ここに、β虎は床材（木材）の繊維直交方向ヤング係数、ガは床材の厚さである。  

またこばね定数ゐ山と面圧定数c即1には次の関係が成立する。  

んwl＝ら1Sl   

（13）  

（14）   

2．3 弾性床上板曲げ要素の剛性方程式   

式（12）は要素1についてのものであるので、これをすべての要素について計算し、板全体  

に作用する床反力を求めると次のようになる。   

点＝墓石〒畔  
（15）   

ここに兄弟，Ⅳ：それぞれ、全体剛性マトリックス組立て時の床反カベクトル、床反カマト  
リックス、変位ベクトルを表す。   

よって、弾性床上に置かれた平板の解くべき方程式が、式（16）のように求められ、最終的  

には、式（17）の方程式を解けばよいことになる。  

範打＝f㌧∴R  

（範＋旦）打＝ダ  

ここに、∬b：板の曲げに関する全体剛性マトリックス  

ダ：全体剛性マトリックス組立て時の外力ベクトル  

3．計算例  

M12ボルト用、M16ボルト用として、それぞれ縦・横・厚さが40mmX40mmX4．5mm、54  

mmx54mmX6mmの角座金（前者には直径12．5mmの、後者には18．5mmの円孔を座金中  

心に有している）のめり込み問題を取り扱った。床材は、幅・厚さ・長さが95mmX95mmX  

200mmのエゾマツである。それら夷験に用いた部材の材質特性は次の通りである。  

座金のヤング係数：E＝2．1×104kgf／mm2  

エゾマツ繊維直交方向ヤング係数：ER＝40kgf／mm2  

弾性面圧定数：Cvi＝0．421kgf／mm3   

図2はM12ボルト用座金の負荷方法を示すものであり、座金の上に置いたボルト頭部に圧縮  

荷重をかけ、座金をめり込ませた。M16ボルト用座金の場合も同様の負荷方法である。   

ところで、座金の端部は繊維方向の余長効果により、床反力は内部より大きくなる。いま、  

端部の床反力をγ。t、内部のそれをれnとすれば、それらの関係は次のように表すことができる。  

γ。t＝曾γ。t  （18）   
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図2 M12ボルト用座金の面圧試験   

ここに、すは倍率であり、いま余長部分の有効圧縮幅を∂1、端部ばねの負担幅を∂2とし、片  

側有効圧縮幅分の抵抗を、すべて端部ばねに加えるとすれば、すは次式で与えられる。  

わ1＋∂2   

∂2  

（19）   q＝  

図3はM12ボルト用座金の場合の要素分割を示す。座金は上下・左右とも対称であるので、  

全体の1／4について解析した。それ故、対称軸である∬軸、ツ軸には棒要素を配置した。また、  

端部ばねの負担幅は両者とも2mmとし、繊維方向の余長効果による有効圧縮幅は、M12ボル  

ト用座金で、20mm（40／2）、M16ボルト用座金で27mm（54／2）と仮定した。   

図4はM12ボルト用座金の、図5はM16ボルト用座金の、負荷初期段階における荷重－めり  

込み変位関係を示したものである。   

得られた線形解は、両者とも実測値に対し比較的良く適合していると思われる。   
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20 mm  

図3 M12ボルト用座金の要素分割  

注：対称性より、全体の1／4を解析、ゴシックで囲まれた要素には等分布荷重を負荷  

0．5  

めり込み変位（mm）   
0．5  

めり込み変位（mm）  

図4 M12ボルト用座金の荷重－めり込み変位関係  図5 M16ボルト用座金の荷重－めり込み変位関係   
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4．緒 言  

本研究では、剛体－ばねモデル（R】∋SM）を用いて、木材上における座金の線形曲げ解析に  

関する剛性方程式を求めた。得られた計算値は実測値に対し概ね適合性を示したことから、本  

剛性方程式の妥当性が確認された。  
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