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§1，序論

水素原子スペクドレは，幾つかの系列に属する線スペクドレより成る。Bohrは，水素原子

の模型として，1個の陽子のまわりを1個の電子が円運動をしているとい－う古典的太陽系型模

型を用い，それに従来の電磁気理論と矛盾する次の大胆な仮設を導入するこ－とによって，その

線スペクトルの波長の規則性を説明することに成功した。その仮設とは，

1.電子は，ある特定のエネルギーをもつ幾つかの定常状態にのみ存在し，この状態では光の

放出を行なわない。

2・電子は，エネルギー五mの状態から，より低いエネルギー£πの状態に移り得る。このと

きに，ゐリ二月仇一五件（ただしゐはPlanck定数）で定まる振動数μの光を放出する。

というものである。そして，その定常状態をきめる条件（量子条件）として，原子内の電子

は，角運動量

上期危；克≡音・乃＝1，2・3，.‥（1）

をもつ運動状態のみが許されるとした。

彼の理論によれば，鯛，－βを，それぞれ電子の質量，電荷としたとき，電子の全エネルギ

－は，

且π二一品（C.g・S.静電単位）・炉1，2，3，.・・担）

という離散的な値だけをとり，また，そのときの電子の円軌道半径γは

γニ豊（C.g.S.静電単郎（3）

となる。

現代の量子力学的見地からBOhrの導いた結論を検討してみると，次の（i），（ii）に述べる

ような興味深い事実が判明する。

（i）電子のエネルギ一郎ま量子力学による結果と完全に一致する。

軌道という概念は量子力学には存在せず，それに相当するものとして波動関数がある。量子

力学において，主量子数乃，方位量子数Jをもっ状態の動径波動関数をβ乃1（わと書けば，

（ii）方位量子数が最大値をとるとき，即ちJニπ－1の状態において，拝見約－1（わ2（または

r私‰1（わでもよい）を最大にするような動径γの値は，BOhrの理論による円軌道半径

（（3）式）と一致する1）。

（2），（3）式が導かれた決定的な要因は，角運動量に対する（1）式の量子条件にある。この量子条
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件は，量子力学的な角運動量周有値としてほ正しくないにもかかわらず，（i），（ii）のような見  

るべき成果を上げた理由はどこにあるのか。その事情を量子力学的に明らかにすることが，本  

小論の主要目的である。その議論の過程において次のことを問題にしようと患う○  

（α）一般の中心力の場においては，古典力学的議論に（1）なる量子条件を付加することによ  

って，いつも（i），（ii）のような結果が期待できるのか。  

（b）量子条件（1）の意味について，deBroglieほ，吻質波（ここでは電子波）が定常波を形  

成するための条件であることを指摘したが，一般の中心力の場においても，いつもそのような  

ことがいえるのか。   

以上の疑点を解明するために，三次元等方調和振動子を例にとって水素原子の場合と比較し  
てみることにする。  

§2，中心力場における角運動立と動径  

中心力場を運動する質量別の粒子があるとする。その粒子に関するハミルトニアンガは，  

」仔＝γ＋Ⅴ   

で表わされる。ここに，ア，Ⅴは，それぞれ，粒子のもつ運動エネルギー，ポテンシャル・エ  

ネルギーである。   

量子力学によれば，上記の粒子の，定常状態における全エネルギーβは，次のように求めら  

れる。  

E三＜茸＞＝＜ア＞＋＜Ⅴ＞．  
（4）  

ここに，＜ ＞ほ量子力学的期待値を表わす。   

ところで，量子力学的virial定理によると，動径をrとして，ポテンシャルⅤが，  

Ⅴ＝Cゲ（らぶほある定数）  
（5）   

のような形をしているならば，  

2＜r＞≡ざ＜Ⅴ＞  
（6）  

なる関係が存在する2）。それ故，（5）式の場合には．（4），（6）式より，運動エネルギーの期待値と  

エネルギー且との間に  

＜㌻＞＝且  
盲  

（Ⅵ  

の関係のあることが分る。   

次に，上記の粒子が半径r，角速度セで古典力学的に円運動をしている場合を考えると，運  

動エネルギーrほ次のようになる。  

r＝∽（抑）2・  
（8）   

古典力学的virial定理によれば，（5）式で与えられるポテンシャル場を円運動している粒子に  

おいては，運動エネルギーと全エネルギーEとの間に，叩式において＜ア＞の代りにrとおい  

た関係が成立する。従って，円運動をしている古典力学的粒子が量子力学的粒子と同一のエネ  

′レギ一方をもつときの運動エネルギーは，（Ⅵ式の＜r＞に（8）式の右辺を代入したもので与えら   
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れる。即ち，  

椚（粕）2＝且  
寺  

円運動においては，求心力と遠心力がつり合っているから，  

別柑2ニ三5が－1・  

従って，（9），伍ゆ両式より，円軌道の半径γほ  

11  

2E  
，バコ   
C（5＋2）  

と与えられ，円運動における角運動量エほ，（9），帥式より，  

1 1  

〕て〔欝〕丁  姻   エ＝タ乃γ2仙ニ  
C（ぶ＋2）  

と求められる。  

§3，考  察  

（Ⅰ）水素原子の場合   

ポテンシャル・エネルギーはy＝－♂／γであるから，C＝－♂，ざニー1。主量子数乃をもつ  

状態における量子力学的なエネルギー値Eは蝮）式と同じになる。それ故，胸式を用いて，古典  

力学的角運動量エは次のように求まる。  

エ茫乃あ；乃ご1，2，3，‥・．  

これは，まさしくBobrが仮定した量子条件（（1）式）である。帥式より求めた古典力学的軌道  

半径は（む式と一致する。   

（Ⅱ）三次元等方調和振動子の場合   

三次元等方調和振動子ほ，一般に楕円軌道を措く。ここではBohr理論の検討のために，半  

径rの円軌道を描く場合について考察する。ポテンシャル・エネルギーは，Ⅴ去（1／2）烏〆（勧ま  

力の定数）であるから，C＝（1／2）々，ぶ＝2 となる。量子数灯をもつ状態における量子力学的な  

エネルギー値βは，次のように求まる（附録参照）。  

1  

丁 鎧（乃＋‡）如；ひ＝（意）・炉1，2・3・…脚  

椚ほ調和振動子の質量である。その振動子の，円運動における角運動量エほ，姻式より，  

エ＝（乃・‡）ぁ；糎1・2・3・・‥  
64, 

となる。これは，Bohrの量子条件（1）とは（1／2）蕗だけの差異がある。   

従って，量子条件を（1）式のようにとるBohrの理論は，粒子に働く力がCoulomb引力であ  

＊デカルト座標で解いた場合は・通常，乃・を0から始めることれて，E＝（乃′＋‡）如；乃′＝0・1・2，…  
と善かれる。か＝0は，〃＝1に相当することに注意。   



1ま  石  川  雄一郎  

る場合には，量子力学によって求めたエネルギーと一致する結論を与えるが，他の形の中心力  

が働く場合には，一般に量子力学的結果と一致しないといえる。   

量子条件を㈹式のようにおくことは，deBroglieの物質波が定常波を形成する条件とはなっ  

ていない。何故なら，㈹式は，物質波の波長をス，粒子の円軌道半径をγとしたとき，  

2汀γ〒（乃・‡）ス  

とおくことと等価である。そして，このような場合にほ，波が減衰してしまい，安定には存在  

し得ないはずだからである。従って，量子条件は物蜃茨が定常波を形成するための条件であ  

る，との解釈は，水素原子の場合は一見妥当であるように見えたが，それは，力がCoulomb  

引力であるための偶然というべきであって，一般にはそのような解釈ほ成立たないといえる○   

円軌道の半径は，帥式より次のように求まる。  

〕÷  
≡ 〔（  

旦  
，ク2αl   

， 乃＝1，2，3，・‥． ㈲   〃＋  r＝  

ところで，三次元等方調和振動子において，主量子数紹，最大方位量子数J＝光一1をもつ  

状態の動径波動関数点几渇－1（わは，  

すl   

丘外乃－1（わ≡Aれし筈）Tr祐一1exp（一昔〆）・炉1・2・3・…㈹  

である。ここに，rは動径，A独は規格化定数である（附録参照）。いま，  

㈹  xれ恥1（ー）≡タ堂外職＿1（わ  

が最大値をとるような動径の値を求めてみると，夷／め厄0より   

1  

γ＝（窓）丁・兜＝1，2，3，…   姻  

となって，㈹式とは一致しない。そして個式を導くには，量子条件として，㈹式ではなくて  

Bohrが仮定した（1）式を用いなければならないことが分る云 しかし，そのようにすると今度は  

エネルギー且が，  

姻  E≡乃あ㊥， 乃＝1，2，3，…   

となってしまい8），量子力学的には正しくない結論が導かれる。   

従って，水素原子の場合に，Bohr理論がエネルギー値を正しく与え，かつ．円軌道半径が，  

主量子数〝，最大方位量子数J（＝光一1）をもつ量子力学的状態に対する（動径）×（動径波動関  

数）の値を最大にするような動径の値と一致したのほ，力がCoulomb引力であったための偶  

然というべきものであって，他の中心力でほ，一般にそのような性質はないことが分る。  

附  録  

三次元等方調和振動子について，時間を含まないSchr6dinger波動方程式を解く。極座標  

表示で解くと，動径r成分に関しては次の微分方程式が得られる。  

一芸‡欝・昔普一撃可＋与γ駆朗・（A－1）   
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点（わは動径波動関数，J（＝0，1，2，‥・）は方位量子数，他の文字の意味は本文中のものと同  

一である。いま，次のような新たな関数z（わを導入する。  

点（わ≡乎  

（A－2）を（A－1）に代入し，かつ，  

ぎ≡（者）÷r  

（A－2）  

（A－5）  

なる新たな変数を導入すると，Z（ぞ）に関する次の微分方程式を得る。  

砦－（竿＋㍗－ス）㌢＝0・  

ただし，   

1  

丁 
j≡一藍・甜＝（意）・  

（A－4）を解くために  

1詳  
記（ぞ）ごe‾1‾ダ（∈）  

とおいて代入すると，ダに関する微分方程式を得る。この方程式に  

ダ（∈）…gαYぞけシ （αvは定数）  
シ＝l   

を代入すると，係数に関する次の漸化式が導かれる。  

（A－4〕  

（A－5）  

（A－6）  

（A－7）  

2（J＋リ）一（ユー1）  
αγ．  （A－8）  αγ＋℡＝   

） （J＋リ＋1）－J（J＋1）  （J＋p＋2  

（A－7）の係数の間に（A－8）の関係があると，∈→∞のとき，省き）ほ遜色（Cはある定数）の  

ように発散してしまう。それ故，受入れられる波動関数であるためには，（A－7）はり＝リ′で  

切れるような有限級数でなければならない。そのためには，（A－8）の分子が  

2（J＋リ′）－（ユー1）ニ0，（y′ご1，2，3，・‥）  （A－9）  

となる必要がある。次に主量子数邦を導入する。J，リ′のとり得る値を考慮すると，  

紹≡J＋リ′＝1，2，3，‥・  （A－10）  

となる。スに（A－5）を代入すると，エネルギー固有値且として次式を得る0  

鎧（兜＋÷）れ炉1・2・3・…・  
（A－11）  

（A－10）より，Jのとり得る最大値は，J＝邦－1であることが分る。主量子数邦，方位量子数  

Jのときの動径波動関数点を点循£（わ，そのときのズの値をズ恒（わと書く。J＝カー1に対する  

xれ王（わの形は，   
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1き℡  

か川＿1（わ；タ点循れ1（わ云A穐e‾丁∈乃  

であることが分る。A乃は規格化定数である。  

（A－12）  
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