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The development of new highly orthotropic materials and the extensive use,
in many fields, of reinforced construction have renewed interest in the develop-

ment of methods of analysis for orthotropic structures.
The problem of the bending of rectangular plates has interested mathematici

ans and designing engineers, and is important.
Various methods have been presented for obtaining approximate solutions.

One important method, which was prosed by Timoshenko,a) involves the
determination of an infinite number of unknown in an infinite number of
equations obtained by superposition of several known solutions.

The method has been applied to other case, but, in so far as the authors
are aware, no attempt appears to have been made to analyze the problems

discussed here, the orthotropic rectangular plate supported along the edges and
bent by moments distributed along the edges.

The general assumptions rlating to the small bending theory of plate are

adopted.

1.緒言

現在広く使用されている工材中，木材，合板，鉄筋コンクリート等はいずれも材料力学的に

は異方賃体とみなされるo

これら異方性材板の摸みならびに応力解析に関する研究は興味ある問題でありまた設計者に

とっては重要な問題でもあるO

平面板の挟みに関する偏微分方程式は厳密解を得ることができぬ場合が多く，今まで近似解

を求めるのに種々の方法がとられているが（1）・（2），（3）.，..，.（11），単純支持された対辺に曲げモーメン

トを受ける異方性矩形板の損みに関する研究は少いようである。本論文では異方性矩形板が一

棟な曲げモーメントを受ける場合の解をPoisson－Kirchhoffの薄板理論に基づいて導き矩形

板における辺の縦横の長さの変化が，板の中央における挟みにどのような影響を及ぼすかを考

察し，同時に等方性矩形板におけるそれとを比較検討したものである。
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軍．基礎式の誘導  

厚さhの板の中立面に直交座標Ⅹ，y，Z軸をとりそれぞれの方向の変位をu，Ⅴ，Wとす  

る○またⅩ，y方向の歪をex，£ァ，せん断歪をrxy，応力を♂Ⅹ，♂y，せん断応力をTxy，ポアソ  

ソ比をり，ヤング率をE，せん断碑性係数をGとする。   

平面応力の場合における応力歪関係は，  

ex＝去－（αⅩ－レ紳）  

£y＝（げy一岬Ⅹ）  

rxy＝去旬  

またほ  

げⅩ＝Ell∈Ⅹ＋E．2ey  

げy＝E21ミⅩ＋E22ey  

Txy云Gxyrxy   

と表わすことができる。  

ただし  

Ex  Ey  Ell＝   E22＝   
1－リⅩy・リyx  1一りⅩy・リyx  

レy∑・Ex ＿ リⅩy  
E－2＝E2l＝  

1－リヱy・リyx  l－レⅩy・リyx   

ここで歪£Ⅹ，ey，r叩をwによって表わせば次のようになる。  

∈‡＝－ Z・ey＝－ Z・rXy＝－2z （2・3）  

式（2．3）を（2．2）に代入すると  

αⅩ＝－Z（Ell意・E12昔）  

♂y＝－Z（E21－賢・E22－賢）  

丁Ⅹy＝－2Gxy・Z  

これらの応力を横分すると曲げモーメソトMx，My，ねじりモーメソトMxyが得られる。  

Mx＝＝－（Dx意 
＋Dl晋）  

My＝－（Dy－欝 ＋Dl意）  

Mxy＝2Dxy云  

ただし   
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Dx＝Ell，Dy＝E22，D一＝Vyx・Dx   

勇断力ほ板の微小立方体要素（図1）に作用するz（鉛直）方向のつり合い条件から次式を  

得る。  

恥  

園1  

告・＋P（Ⅹ・y）細…………………‥ （2・6）   

P（Ⅹ，y）ほⅩ，yの関数としての分布荷重の強度である。またⅩ軸まわりのモーメソトの  

釣合より  

也一昔＋Qy＝0             ∂Ⅹ   

y軸まわりのモーメソトの釣合より  

卜警1－Qy＝0  

（2．7），（2．8）より Qx，Qyを求め（2．6）に代入すると次式を得る。  

・－2＋P（Ⅹ・y）＝0…… （2・9）  

（2．5）を（2．9）に代入すると直交異方性板における偏微分方程式が導かれる。   

Dx意＋2Dl品・4D＝y品 ＋Dy－P（Ⅹ・y）＝0，…‥（2・10）  

H＝Dl＋2D叩とすれば  

－P（Ⅹ，y）＝0…・＝（2・11）  Dx意＋2H叢・Dy葦  

m＝ノ若，y＝忘，羞＝kとおけば   
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＋2k＋  ∂4w＿P（Ⅹ．y）  ＝0……… （2．12）  
∂が  Dx   

（2．7），（2．8）に（2．5）を代入すると  

Qx＝＝一意（Dx  

Qy＝一意（Dy  

＋H昔）  

・H⊥慧→）  

……（2．13）  

3，曲げモーメントを受ける矩形板の棲み  

縁y＝士与に一棟分布された曲げモーメソトを受ける矩形板を考える0但し周辺は単純支持  

されているものとする。  

も（ェ）  

馬  

図 2   

挟みWは次の方程式を満足せねばならない。  

＋＝0………………… 意＋2k叢晋 （3・1）  

この平板の周辺条件は次のようになる。  

・－0  Ⅹ＝0，Ⅹ＝aで  W＝0，  

＼  

y＝土で   W＝O  

fl（Ⅹ）＝功（一欝）y正号  

f2（Ⅹ）＝－Dy（－欝）yコー÷  

・‥（3．2）  

但しfl（Ⅹ）・f2（Ⅹ）は辺y＝土与におき一棟分布されている曲げモーメソトである0   
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式（3．1）の解として次の級数の形をとることができる。  

79  

C〈〉  

w＝gY。Sin一里生Ⅹ  
n＝＝1 a   

（3．3）を（3．1）に代入すると次式を得る。  

YnIV－2kαm2YnII＋αm4Y。＝0‥………………・・‥ （3．4）  

mn打   

a  
ここで αmこ＝  

対応する特性方程式ほ四次式であり，つぎのような板を持つ。  

ん2，8，4＝士αm Vk士レ恵一1  （3．5）  

従ってkの値により次の三つの場合が考えられる。  

i） k＞1の場合  

スは相異なる4実根となり，関数Ynほ次の形をとるo  

Yn＝An coshlly＋Bnsinhlly＋Cncoshl2y＋Dn sinhんy……（3．6）  

（／守＋／曳㌔）  

（／雫イ苧）   

ここで んニ  
a  

ん去一  
a  

従って擁みWは   

n＝1   

w＝E（Anc。Shlly＋Bnsinhlly＋Cncoshl2y・Dnsinhl2y）sin警…・・（3・7）  

今曲げモーメソトがⅩ軸に対称な場合を考えているので擁みWはyの偶関数でなければなら  

ない。 従って  

Bn＝＝Dn＝0  

∴wごE（Ancoshlly＋Cncoshl2y）sin苦Ⅹ………… （3・8）  

n＝三1   

周辺条件（3．2）を満足させるには  

Ancosh（ll・与）・Cncosh（l2・与）＝0  

∴ An＝－Cn  

（3．8）に代入すると  

cosb（ん・与）  
w＝ごCn  

n＝1  coshん・y〕sin号Ⅹ……（3・9）   
COSbん・y－   

cosh（ス1・与）  
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ここでCnを決定するため（3．2）における   

fl（Ⅹ）＝一Dyし欝）y4 f2（Ⅹ）＝－Dy（掌）yヨー÷…（3・10）  

を用いる。  

縁y＝士与に分布する曲げモーメソトはフーリエ級数に展開でき軸対称の場合次のようにな  

るQ  

fl（Ⅹ）＝f2（Ⅹ）転EEnsinJ竺－Ⅹ・……………‥・…‥ 
（3．11）  

ここで係数Enほ曲げモーメソトが一棟に分布している場合にほ次のようになる。  

（My）㌍÷＝一旦虹デュsin旦－Ⅹ………… 汀 n＝1，＄，5…n a  
（3・12）  

（3．9），（3．11）を（3．10）に代入すれば   

－D薮n（糾12）・COヰ2・計sin号Ⅹ碧n・Sin号Ⅹ  

En  

Dy（j22－j12）・COS血（ん  

従って  

Ensin」竺＿Ⅹ  
a   

COShス1・y－COShス2・y  
Dr（ん已lニ．い。（．Sll  

‥・（3．13）  Wご  

（ん・与）しcosb（ん・号）  

特に単位長さ当りのモーメソトM。が一棟に分布している場合には，（3．12）を用いて  

SimⅩ  
4M。慧1   

ご  W；已コ  

方n菰5…n  Dy（j22－jlり・COS中  

TCOShll・y－COShス2・y  ……（3．14）   

対称軸にそう擁みほ  

（w）ニ4M。  
sin」堅＿Ⅹ  

1  1  

言 ⊥＿＿ 」   ・…‥（3．15）   y＝0  

cos中・与）cos中・与）  
打 n弾‥n  

Dy（j22－jlり  

枚の中央における擁みほ   

（w）  ＝」墜一言」  

竺：」  

（－1）ヱ  

y嶺。，Ⅹ＝  方 面，さ●●●n  
D，（ス22－j12）  
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……（3．16）  

ここで  

ん＝ 誓（ノ誓＋ノ苧），j2霹讐（ノ守一ノ苧）  

k武 
・ m＝4／寄 ＝4／音H＝ジyx・Dx・2Dxニ  

ii） k＜1の場合   

（3．5）においてk＜1の場合，次のような四つの複素数限を得る。  

守）  jl・2，8，4ご土α皿（／学士iイ  

従って（3．4）の同次解ほ次のようになる。  

Yn＝A。COShlly COSl2y＋Cn sinhlly・COSl2y  

＋Bn coshlly・Sin）2y十Dn sinhlly・Sinl2y……（3．17）   

ここで  

ん＝αmノ苧・ス2＝αmノ苧・αm＝豊打   

綾みWがyの偶関数であることを考慮すると  

w＝E（An・COSh）1y・COSl2y＋D。Sinhlly・Sin）2y）sin旦Ⅹ  
n芸1  a   

周辺条件（3．2）を満足させると次式を得る。  

An；＝－Dntanh（ll・！）・tan（｝2・音）  

∴ w宗ヱDn  
n＝l  

Sinhlly・Sinl2y  

－tanh（ll・％）・tan（l2・号）・COSh｝1y・COS｝2y〕sin号Ⅹ・・・・・・（3・19）  

（3．10）を用いDnを求めると  

En・COSh（ll・与）・COS（l2・与）  

Dn＝一   

2Dyll・l2〔cosh2（｝1・i）・COS2（｝2■与）・Sinh2（｝1・％）・Sin2（｝2・与）  

従って擁みWは  

）cosh（lly）LCOS（｝2y）  

w＝∑En  
n＝1   

2Dyll・l2i・COSh已（ll・i）・COS2（l2・音）＋Sinh2（ll・i）・Sin2（l2・号））  
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－COSh（ll・与）cos（l2・号）sin抽y・Sinl2y］sin誉Ⅹ……（3・20）  

曲げモーメソトM。が一様に分布している場合にほ  

w＝  ・Sin旦Lx  
a  

cosh｝1y・COSl2y．COSh（｝1・号）cos（l2・与）  

∑ 」．  
n一＝1，さI5・・・n  

sinh（ん・計叫2  sinhllySinス2y  

2  2 （ん・訃cヰ2・与）・sinb  cod1   

………… （3．21）  

対称軸に沿う挟みは  

y＝ n．．． （w）『【告孟÷走sin」竪Ⅹ                                       a  

sinh（小計叫2・与）  
…（3．22）  

計sin2（ス2・与）  ；）・COS2（｝2・i）・Sinh2（｝l  

板の中央における挨みは  

（w）…  
y・≡○，王＝∴∴ニー                2   

－－l  

㌢ （－1）  
n封，＄，5… n・ス1・ス2  

siヰ1・封sin（ス2・与）  

……（3．23）  

与   ）・COS2（｝2・与）＋Sinh2（｝l・与）  cosh2（ス1・  

ここで  

jlこ貰ノ雫，ス2ご豊ノ苧  
k＝羞・m＝4J富・H＝リyx・Dx＋狐y  

iii）k＝1の場合   

この場合等方性板の微分方程式と一致し，根はつぎのようになる。  

ス1，2，8，4＝士αm   

従って操みWほ次のようになる。   

00   

w＝E（Ancoshαmy＋Dn・αmy・Sinhαmy）sin号Ⅹ  
n11   

周辺条件（3．2）を満足させることにより次式を得る。   

号吐tanh（乎）coshamy〕sin告Ⅹ・・‥・・（3・24）   
w＝羞Pnト皿ySinhanyp   
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（3．10）を用いDnを決定し（3．24）に代入すると  

EnsinⅩ  
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（√l宣l））  

n＝12Dy・αm2・COSh  

〔ゼ碧 
tanh（％）・COShαmy－αm・ySinhαmy〕……（3・25）  

曲げモーメソトが一棟に分布している場合ほ  

sin＿型Lx  
a  

w＝ 

完n．．  
αm2・n・COSh  

〔ギtanh牢 cosh（αm・y）－α皿ySinh（αmy）〕……（3・26）  

対称軸にそう挟みは  

（w）＝－禁一言  

b・tanh上  

．／n方 Sln‾盲‾‾Ⅹ●  （3．27）  
＝』・・l）   

2  

＼YYノy芸√7TDyn式3・－・ αm．n．C。Sh  

板の中央における擁みは  

αm・b  空  

Mo  ニ ／ハ  
‾【‾‾‾－  

b  2  ＝……・ （3．28）   w）  

志  輌≡ェ‾諒n三，る＝・（‾1）●石有 （  

ここでDy＝D，m＝1・αm＝貰打とおけば等方性板における解と一致し次のようになる0  

竺  

8…（－1）・  

＝。，Ⅹ 
（wミ≡n， 

……… （3．29）  

Eh3  ここで D＝   
12（1－レり  

4．数値計算ならびに考察  

板の中央における擁みWは，材料の弾性定数によって定まるkの値により（3．16），（3・23）  

（3．28）式で計算される。  

沢田上田（7）によればkの値ほ3プライシナ合板（板厚3．19mm）において，合板の表板蔵維方向  

がスパン方向に対し00の傾斜をもつ試験片については，k＝0．480，450の慣斜をもつ試験片に  

っいてほk＝1．809である。また明きらかにk＝1は等方性材料の場合で，計算にほ合板と同  

じ厚さの軟鋼板（ポアソソ比＝0．3，ヤング率＝2．1×108kg／cm2，板厚3．19mm）を用いた0   

図3はb／aの変化に対する3種の矩形板の中央における挟みWを示す。ただし矩形板ほ横  

a縦bである。   
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図3線y＝±与棚願－メソトを有する3種の鯨形板の中央における挨み   

囲より表板の織維方向と450をなすように木取った矩形板の擁みほ00方向に木板ったそれよ  

り大きい。特に辺の長さの比b／aが増すにつれこの債向は大きくなる。   

軟鋼矩形掛こおけるそれほ前者二つに比べ非常に小さい。これは板の曲げ剛性が合板に比べ  

ずっと大きいことから理解できる。共通していえることはb／a＝1即ち正方形板における挟  

みが最も大きくb／a＝1より大きくなっても小さくなっても（w）y＝。，Ⅹロ⊥は減少していく。 2   

5．結 言  

直交異方性矩形板が縁y＝土与で一棟な曲酌－メソトを受ける場合の解を導き・枇種々  

のに対する板の中央における挨みを計算した。計算に用いた試験片は，表皮の繊維方向と00  

および450をなすように木取った3ply合板の矩形板ならびに軟鋼矩形板である。   

以上のことより次の結論を得た。  

1）板の中央における擁は，450方向に木板ったものが00方向に木坂ったものより大きい。  

軟鋼矩形板の場合は前二者よりはるかに小さい。  

2）辺の比＝1の時挟みは最大となる。   
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