
C*－環の数域について

小野寺剛

§1．序論

Aを複素Hilbert空間D上の有界線形作用素（以下では単に作用素という）とするとき，集

合呵ニ（（Aき，ぎ）ニl劇ニ1，だ∈8）を作用素Aの数域というo

このとき，岡は凸乗合となることはよく知られている（例えば［1］，［2］，［8］）。

Aのスペクトルを6（A），その凸包を彿仲冬（A）とあらわすとき，C。乃リ魯（A）はw（A）の閉

包両耳）にふくまれ，特にAが正規作用素（すなわちA＊AニAA声）のときは，co瑚リs（A）二

両苟なることも知られている（［2］）。

最近この等号は，必らずLも正規でないある種の作用素についても成立することが示されてい

る（［6］，［7］，［9］）0

本稿においてはC＊.環の場合に数域の概念を導入して，作用素の数域の場合と類似の結果を証

明する°

ここで後の議論に必要な若干の定義と，今まで知られている結果をまとめておく。

定義1.沢を単位元βをもつ環とする。霊∈沢に対して∬一入，βの道元が存在しないような複

素数九全体の集合を6（∬）とかき，.ガ∈恥のスペクドレという。

環肝が次の条件をみたすとき，沢はBanach－対称環であるという。

1）駅はBanach一環である。

2）次の条件をみたすような対合ガーナ霊＊が定義されている。

a）（舶十βあ）＊二品＊寸御＊（α，βは任意の複素数，α，6∈況）。

b）（φ）＊二が〃＊

C）（α＊）＊二二α

Banach－対称湯沢が更に次の条件，

d）腑軸距翔可l＊・ル日

をみたすとき沢はC＊一環であるという0

定義2.C＊一環駅からHilbert空間魯上の作用素全体のつくる環飴（⑳）の中への準同型写

像かウんを肝の表現といい，空間Oの要素ぎ0が存在して，4品（∬∈況）の全体が⑥で桐密

であるとき，この表現をC＊一環駅の巡回表現，ぎ0を巡回元という。

C＊一環訳からC＊一環沢－の上への同型，等距離写像が存在するとき，沢と況’は完全同型で

あるという0

このとき次の定理が成立つことが知られているo

定理A：単位元σをもつC＊一環沢はHilbert空間上の作用素のつくるある環に完全同型で

ある。

すなわち恥を況上の∫（θ）＝1をみたす正値線形汎関数全体とするとき，∫∈恥に対して，

訳の亀r（∫により定まる，Hilbert空間）上の巡回表現；∬→A∬（′）（A。（ハ∈唱（あ））が存在する。
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このとき直和表現；∬→∑㊦ん（′）＝A∬，A∬∈肇（糾，め＝∑◎豹′ほ況から肇（鼻）の閉部  
′e肇間  ′く墾滑  

分環への完全同型写像である（［5童p256～257，p307］）。   

以下の議論でほこの表現定理が基本的な役割をもつ。  

＄2．ぴく一環の数域  

況を単位元βをもつC＊一環とする。定理Aで保障された沢の表現定理を用いて，C＊一環の各  

元に対して，その数域を次のように定義する。   

定義3・∬∈況に対して，集合W（∬）＝†∫（∬）；∫∈恥）を∬∈況の数域と呼ぶ。   

このとき次の定理が成り立つ。   

定理1：溌を単位元をもつC＊一環とするとき，各α∈況に対して・W（α）は竿ソパクトな凸  

集合である。さらにこのとき，1V（Aα）＝Ⅳ（α）となる。   

ここでAαほ定理Aの表現によるα∈況に対応する作用素である。   

証明：筆頭ほ肝の共役空間の凸集合で汎弱位相でコソパ 

∫∈弔電→∫（α）の対応ほ線形で汎弱位相で連続であるからコソパクトな凸集合である。   

次にd∈況の表現をAα＝∑㊤Aα（′）とすると，′∈恥に対して，∫（α）＝（Aαむ，ぎ′）∈Ⅳ∽血）  
′∈肇畢  

一方入∈Ⅳ（Aα）とすると九＝（／埠ぎ），lぽ‖＝1ぎ∈∑㊤豹′とかける〇  
．r‘l豆   

このとき，′（∬）＝（4迂，ぎ），（∬∈況）ほ∫（g）＝1をみたす正値線形汎関数であるから，   

九＝（Aαぎ，ぎ）＝∫（α）∈Ⅵ′（α）  

従って，1γ（Aα）＝Ⅵ′（α）。  （証終）   

次の結果ほ良く知られた結果である（例えば［5；p・152】）が便利の冬めに，補題としてのべ  

ておく。   

補題1：C＊一環況の左（右）閉イデアルム（ふ）に対して，正の汎関数√が存在して，∫（g）＝1，  

しかもすべての∬∈ム（∬∈ふ）に対して∫（がく∬）＝0げ（がく）＝0）。   

この補題1を利用すれば次の定理が示される。   

定理2：況を単位元gをもつC＊一環とする。このとき，昏（∬）⊆Ⅵ′（∬）である。   

証明：入盲Ⅳ（∬）とすると，任意の平滑に対して，′（∬一九g）幸0。   

今∫（（∬一入g）＊（∬一九β））＝0とすると，シュワルツの不等式から 

げ（∬一九g）l望＝げ（β・（∬一九β））I雲≦∫（e）′（（∬一九g）＊（ガ一九β））＝∫（（ガー九β）＊（∬一入g））＝0．  

従って，′（∬一九g）＝0となり矛盾である。   

故に ′（（∬一入β）＊（∬一九F））幸0．   

このとき補題1から況の任意の左閉イデアルムに対して，∬一九β盲ム   

従って，∬一九どの左道元（∬一っα）ェ‾1は存在する（［5，p．152］）。   

同様にして，∬一九gの右道元（∬一入β）γ‾1も存在する。   

従って，∬一九βは道元をもち，   

丸吉6（∬）である。  

従って，6（め⊆Ⅵ′（∬）．  （証終）   

定義4・況をBanacn一対称環とする。ガ∈況がェルミット要素（すなわち∬＝∬＊）であると  

き，6（∬）⊆［0，∞）（6（∬）≧0とかく）ならば，∬≧0とかき，∬を正の要素という。   

次の結果もよく知られているが，便利のために補題としてのべておく。   
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補題2．単位元をもつ二つのC不一環が完全同型。単位元に単位元に移れば，対応するェルミ  

ット要素は共に正である（［4；p．247］）。   

定義5．作用素の場合と類似に単位元をもつBanach一対称環況において，∬＊∬≧∬＊であ  

るとき，∬∈況をhyponormalであると定義する。   

このとき，補題2を利用すれば次の定理が示される。   

定理3：∬を単位元をもつC札環牒のhyponormalな要素とする。このとき   

1V（∬）＝CO乃り6（∬）である。   

証明：∬→A諾（∬∈況）を定理Aの表現とすると，沢と∬∈鋸に対応する作用素全体の作る  

Cポー環ほ完全同型であるから，補題3により  

∬≧0⇔A∬≧0  

従って，が∬≧エ昔不 とすると  

A㌔りし－J」4㌔≧0である。  

すなわちAxはhyponormalな作用素である。  

6（ん）＝6（∬）（［3】）であるからⅣ（A。）＝1y（∬）⊇6（∬）＝6（A∬）  

一方軒て瓦）＝抑仰∈（A芯）（［6］）が分っているから，両面＝（0乃り6（∬）  

定理1からⅥ′（∬）は閉だから，Ⅵ′（∬）＝ぐ0乃V6（∬）。  （証終）   

§3．附  記   

定義6．況を単位元をもつC＊一環とするとき，伽（∬）＝＝Sup（け」：入∈Ⅳ（∬）），γ（∬）＝  

8up（l九l‥九∈6（∬））をそれぞれガ∈況の数域半径，スペクトル半径と呼ぶことにし，作用  

素Aの数域半径を，の（A）＝Sup（I九】：九∈Ⅵ′（A））とかく。   

このとき，0≦r（∬）≦α（∬）＝α（A。）＝”A。1‡＝粕川ほ容易に知られる。   

このとき，次の系1，2が証明される。   

系1：況を単位元βをもつCネー環とする。このとき，㈲（g－α）＜1ならば，αの道元α▼1が存  

在する。   

証明：α‾1が存在しないとすると，0∈6（α）  

従って，1∈6（β－α）  

従って，1≦r（β－α）≦ひ（β－－d）となり，仮定に反する。  （証終）   

複素平面上のコン㌧ぺクト集合全体に，Hau8dor仔の意味での距離が次の様忙定義されることが  

知られている。すなわち，   

凡才＋（ど）＝（g＋α：Z∈几弟 tαⅠ＜ど凡才はコソ′くクト集合，ど＞0）   

几弟Ⅳが二つのコソパクト集合とするとき，d（几ちⅣ）＝inf（ど＞0：〟≦Ⅳ＋（ど），Ⅳ⊆〟＋（ど））   

このとき次の系が示される。   

系2．1γ（∬）は況のノルムによる位相に関して連続である。   

証明：l匿一洲＜ど，∫∈弔電とするとき，  

げ（ズーγ）t≦】」∬－洲∫（β）＜ど（［5；p．184］）   

従って， ′（∬）＝∫（y）＋∫（∬－ツ）∈Ⅳ（ッ）＋（g）  

従って，Ⅵ′（∬）⊆Ⅳ（ッ）＋（ど）   

同様にして，Ⅵ′（ッ）⊆Ⅵ′（∬）＋（ど）  

従って，d（Ⅳ（∬），W（ッ））＜ど   
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故に，Ⅳ（∬）は連続である。  

小 野 寺  剛  

（証終）  
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