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二次曲面の方程式

α11∬ヨ＋α22y2＋α3322＋2。フ12ガリ＋2。713∬2十2°7ユ3yZ

＋2。71ガ＋2（72ツ＋2。732十α0＝0 （0．1）

の係数による次の行列式

△（））二

α11－－λα12α13

〟12句2－1αヨ3

α13β23α33－λ

ニーズ＋△雪λ2－△1人＋△＝0－……（0．2）

D（μ）＝

α】1一μα12α13α1

α12α22－μα23α2

α13α23α33－μα3

〝1（72。毎α0

二一αoμ3＋D2μ2一Dlμ＋D＝0－…．．……………．＝………－・（0・3）

の係数△，△1，△2；D，Dl，D2は不変式であり，これによって二次曲面を次のように分類する．

第1表固有二次曲面の分類

D＜0 D＞0 D＝0

JキO

（有心二次曲面）

dl＞0，d d2＞0 長 円 面 虚 長 円一面 点長円面（虚錐面）

そ の 他 二葉双曲画 一葉双曲面 二 次 錐 面

JニO
（無心二次曲面〕 有ヰ0 長円放物面 双曲放物面 二 次 桂 面（つ

（羊）桂面は次のように分類される・

一一一．1－－
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第 2 表  二次柱面の分芙弓  

（糊）平行二平面は次のように分芙頁される．  

第 3 素  平行二平面の分類   

なお，この論の概要は1959年10月日本数学会に於て発表した事を附託する，  

第一編  不  変  式  

§1  判 別 式   

一般二次曲面の方程式（0．1）の係数でつくった（0．2）なる式の係数△は周知のように二次曲面  

の中心の有無を判別する．即ち  

△キ0  ならば  有心二次曲面   

△＝0   ならば  無心二次曲面   

また（0．3）式の係数Dは二次曲面の母線の有無を判別する．（例えば拙剰1）を参照）二次曲面  

が実なる相交の一母線をもつか，虚なる相交二母線をもつか，一致せる二母線をもつかによって・  

交線織面，虚線織面，合銀織面と名づければ  
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特にD＝0の場合を可展面と呼ぶことにする．ここに△，Dは次の通りである・  

α11 （才12  α1汚  α1   

α12  α22  α23  α2   

α13  α28  α83  （Z3   

α1  α2  （Z8   α㊥  

α11 （712  α1さ  

αJ2  β22  （Z23  

αl＄  α28  α3雫  

‥……… （l．3）  D ＝  △ ＝  

§ 2  不 変 式 △（ス）  

（0．1）式をF（ガ，y，Z）＝0で表わし，その一次の項，二次の項をそれぞれオ（ガ，y，Z），  

¢（∬，仇 2）とおけば   

F（ガ、ツ，之）＝¢（ガ，y，Z）＋2クr（ガ，y，Z）＋α。＝0 ………………‥・…＝‥・……（0・1）′   

今  ¢（∬タZ）＝ス（ガ2＋が＋が）  即ち  

－  2 －   



二 次 曲 面 の 分 現（石川）   

の1∬2＋α竺2γ一ヱ＋α3詔Z2＋2‘Zl曾∬y＋2α】話方Z＋2α羞くyz－ス（ガ■ご＋y2＋之2）＝0  ………… （2．1）  

なる二次曲面を考える．この二次曲面が無心二次曲面であるためには（1．1）式から直ちに次をう  

る．  

α】1－ス α12   （Z⊥3   

α12   （Z22－ス （抱   

J・‘1：I   （／ご＝－   ／J＝t＝－ －ス  

＝ 0  

これは（0・2）式の△（ス）＝0である．即ち   

△（ス）＝ －スa＋△2j2－△1ス・十△＝0  （2．2）′   

次に原点をそのままにして，軸を廻転した時の新座標をⅩ，Y，Z とおけは  

∬2＋yコ＋z三＝Ⅹ2＋Y2＋Z2   

従って（2．1）式ほ  

bllX三＋b22Y2十b33Z2＋2b12XY＋2b13ⅩZ＋2b23YZ－1（Ⅹ2＋YB＋Z2）＝0    … （2．3）  

となる・この面は勿論無心二次曲面であるから，（2．2）式と同様な判別式△′（ス）：  

∂－1－ス ∂1℡   ∂1汀  

∂1」   ∂22－ス ∂23  

∂】3  み23   ∂33－ス  

△′（ス）＝  ＝－一ス3ヰー△2′ス2－△1′ス＋△′＝0‥‥・……・ （2．4）  

をうる・（2・2）′と（2・4）ほ同→スであるから，両式の係数は相等しい．即ち  

△／＝△，△1／＝△1，△2／＝△2  

従って△，△1，△2は軸の廻転に関係しない不変式である．  

§ 3  不 変 式D（〟）   

§2と同様の事を（0．1）式で考える．即ち   

α＝∬2＋α22ツ2＋α33Z2＋2α12∬y＋2‘Z13ガZ＋2‘Z28γZ  

＋2（71ガ＋2‘Z2y＋2α3Z－〝（ガ2＋y2＋z2）＝0  …………∴……… （3．1）  

なる二次曲面が可展面（合縁織面）であるためには（1．2）式より  

α11－〟 α12  α】話  α1   

α12  α22－〟 α2芳  α2   

α13  α23  α33－〟 α3   

α1  α2  α話  αり  

＝ 0  

これは（0．3）式のD（〃）＝0である．即ち   

D（〟）＝－α。が＋Dゴ〟2－Dl／上＋D＝0   

原点をそのままにして軸を廻転した時，（3．1）或は  

（3．2）′  

∂11Ⅹ2＋∂2，Y2＋∂33Zj＋2∂12ⅩY   

十2∂1ズ＋2∂2y＋2∂拝Z＋α0  

これが二次可展面を表わすから，（1．2）  

＋2∂13ⅩZ＋2∂23yZ  

－〃（ズ2 ＋ y2＋Z2）＝0    ‥‥‥‥‥・ （3．3）  

による新判別式は  

∂11－〟 ∂12   ∂18   み1  

／〉し   ／一＿．．′～／一＿・  J，ご  

／）巨   ／し   ／′・．・・．′（／・1  

∂1   ∂2  ∂さ  α。  

D′（〝）＝  ＝－α0／上8＋D2′〃2－Dl′〃＋D′＝0 …▲‥・‥ （3．4）  

ー  3 ＿   
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（3．2）′ と（3．4）ほ同一〝であるから，南武の係数比硬から  

D＝ D′， Dl＝Dl′， D2＝D2′  

即ち D，Dl，D2ほ軸の廻転に関係しない不変式である．  

§ 4  軸 の 廻 転  

座標面を主径面にとり，それぞれの軸の方向余弦をJl，∽1，  

し，互に直交させる時は，新座標ズ′，y′，Z′によって（0．1）  

が消失し次のようになる．   

¢（ん，班1，〝1）Ⅹ′2＋¢（J宏，∽2，〝2）Y′ゴ＋¢（J3，沼3，紹8）Z′2  

＋2ォ（J2，沼2，穐）Y′ ＋2ォ（J8，〝わ，〝3）Z′ ＋α。＝0  

邦1；J2，プ乃2，〟2；Jゎ 沼3，狗 と  

式ほⅩ′Y′，Ⅹ′Z′，Y′Z′の項  

＋27r（Jl，∽1，紹1）Ⅹ′  

…■‥……………… （4．1）   

簡単のために  

¢（Jゎ∽ゎ〝‡）＝¢名  ガ（Jゎ伊豆，形‘）＝オ豆 g＝1，2，3  

とおけば，上式ほ   

¢1Ⅹ′2＋¢2Y′2－ト¢8Z′2＋2好一Ⅹ′＋2方2Y′＋2オさZ′ヰーα。＝0  ‥＝……・ （4・2）  

ここで判別式△（ス）＝0をつくる．即ち   

△（ス）＝（¢l…ス）（¢2－ス）（¢3「ス）＝0  ‥‥…‥‥‥……・………… （4・3）  

よって動，¢2，¢8は△（ス）＝0の3棍である，これをんhん，入8とおけばこの3根は実根で  

ある事が証明されてあるから（4．3）式は次のようになる．   

ス1Ⅹ′2＋ス2Y′2一十んZ′2＋2ォ1Ⅹ′＋2方2Y′＋27rZ8′＋α。＝0 …‥・……………・＝ （4．4）  

この或は二次曲面の分類によく用いられる基本の式となるものである．  

第2編  二 次 曲 面 の 分 類  

§ 5  有心ニ次曲面   

（4．4）式に於て△キ0 のときほ△（ス）＝0の3板が存在する．今原点を中心に移す時ほ  

（4．4）式ほ次の様になる．  

んⅩ2 ＋ ス2Y2 ＋ ス3Z2 ＋C′ ＝0  

ここで上の式の不変式Dをとれば，ス】ス2ス3＝ △であるから  

即ち C′  D＝ んユ2ス笥C′ ＝ △ C′   

よって（5．1）式ほ次のようにかかれる．  

んⅩ2 ＋ ス2Y2 ＋－ んZ2 ＋  ＝ 0  

これ即ち有心二次曲面の基本形である．   

△（ス）＝0の3根が共に同符号であるためにほ  

△1＞0， △2△ ＞0  

よって（5．2）或は次のように分類される．  

（5．3）  

第 4 衷  有心二次曲面の分類  

Jキ 0  D ＜ 0  D ＞ 0  

点 長 円 面（虚錐面）  長  円  面  慶 長 円 面  dl＞0，Jd2＞0  

次 錐 面   二葉双曲面  一葉双曲面  そ  の   他  



二 次 曲 面 の 分 群（石川）  

§ 6  放  物  面   

もしも（4・4）式に於て△ ＝0 ならば，この曲面ほ中心を持たない．即ち無心二次曲面であ  

る．このとき △（ス）＝0 は  

△（ス）＝－ス（ス2－△2ス＋△1）＝0  

よって△1キ0ならば△（ス）＝0は唯一棍のみ零．これを例えばんとすれは，（4．4）式ほ  

ス1Ⅹ′■ヱ＋ス2Y′2＋2方1Ⅹ′・卜2ォ2Y′＋2ガ3Z′＋α。＝0  （6．2）  

もしもガ3キ0ならば，原点を過当に移し，   

んⅩ2 ＋・んY2＋27r3Z＝0  

をうる．上式の不変式Dを求めると  

てニヾ、  

Z ＝ 0  

D＝－んス27r呂2＝－△ 1ガ82  ・………… （6．4）  

よって（6．3）式は  

ス1Ⅹ2 ＋ ス2Y2 ± 2  ∴・；  

これが放物面の基本形であり，次のように分類する．  

第 5 義  政 物 面 の 分 類  

∠＝0，∠1幸0，Dキ0  D ＜ 0  D ＞ 0  

dl ＜ 0  双曲放物面  

∠1 ＞ 0  長円放物面（実，虚）  

§ ア  ニ次柱面の分類  

（i）（6．4）式に於て方8＝0 即ちD＝0の時ほ，（6．2）式は   

ス1Ⅹ′2＋ス2Y′2＋2ガ1Ⅹ′＋t2方2Y′＋α。＝0  

となる．  

故に△1キ0のとき，原点を適当に移すときは，上式は，  

んⅩ●そ ＋ スきY2 ＋C′0  

ここで不変式Dlをとれは  

Dl＝llス2C′ ＝ △lC′   

従って上武ほ   

んⅩ2＋－んY2ト ＝0  

C／＝  

・・…‥・…………… ………・ （7．4）  

これが有心二次柱面の基本形である．この形は二次曲線の有心二次曲線と同形である．従って（7．1）  

式以下の面を退行二次曲面，§5，§6の面を固有二次曲面といわれている′．   

（ii）もしも（6．2）式に於て△l＝0の時ほ，△2キ0ならば△（ス）＝0の棍は唯一根の  

み存在する．これを例えばん とすれは，  

ス1＝△2  ・‥（7．5）   

従って（6．2）式ほ  

一－  5 －   
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△2Ⅹ′2一十 2方1Ⅹ′ ＋2方2Y′ ＋2方，Z′ ＋α。＝0  

ここでガ2キ0，ガ3キ0のときほ原点を逼；当に移し，上式ほ次のようになる．  

△ヨⅩ2＋2ォ望Y＋27rB Z＝O  

YZ面で軸を造当に廻転し  

・‥…・ （7．8）  方…＋ 方言   Y′′ ＝0  △2Ⅹ2 ± 2  

上式による不変式Dlを求めると   

Dl＝－4△2（方≡・オ；）  

この関係を（7．8）式に代入し  

…・（7．9）  

（7．10）  ーDI  Y′′ ＝ 0  △2Ⅹ2 ± 2  

これが放物柱面の基本形である，（7．4），（7．10）式を合わせて二次柱面を次のように分賛する・  

第 6 表  二  次  柱  面  

Dl＝ 0  Dl＞ 0  』 ＝＝ D ＝ 0  D▲ ＜ 0  

相交二平面  双  曲  柾   双  曲  桂  dl＜ 0  

（平行二平面）鴇  放  物  桂  放  物  桂   ∠1＝0，∠2幸0  

普印は§8参照  

§ 8  平行二平面の 分類   

もしも（7．6）式に於て方2 ＝オ3 ＝0のときほ，この或は   

△2Ⅹ′乏 ヰー27rlX′ ＋ α。＝ 0  

原点を移せば，上式は  

△2Ⅹ2 ＋ C′ ＝ 0  

（7．9）式より Dl＝0，、よってここに不変式Dゴを求めると   

D2 ＝ △p C′  

よって上或は   

△2Ⅹ3＋ ＝0  

これは平行二平面を表わす，従って次のように分類される．  

‥…‥・・‥‥…… （8．4）  

第 7 素  平 行 二 平 面  

D2 ＝ 0  オl＝0，Dl＝0  D2 ＜ 0  D2 ＞ 0  

一致二平面  平行二平面  虚平行二平面   ∠2幸 0  

－ ム ー－   



二 次 曲 面 の 分 芙頁（石川）  

要  約   

第4表，第5表をまとめたのが第1表であり，第6表，第7表ほ第2表，第3表になっている．  

即ち二次曲面の方程式（0．1）式ほ△（ス）＝0，D（〟）＝0の係数によって完全に分類するこ  

とが出来た．  

参  考  文  献   

（1）石 川 栄 助 ‥ 一般二次曲面の母線の判別式  

月刊 数  学 no．11（1936）  

Sllm m a r y  

Weshallwrite the generalequationofthe seconddegree，  

勘1∬2＋α22γ2＋α33Z2＋2‘712∬y＋2‘Z13∬g＋2‘723yZ   

＋2α1∬＋2（72y十2（73Z＋α。＝O   

put  

αlrJlα12   （713   

α1℡  α22－ス （抽   

α18  α28  α88－ス  

△（ス）＝  

＝ － ス3 十 △2ス2－ △1ス ＋ △ ＝ 0  

and  

α11－〟 α12  α13  α1   

α12  α22仙〟 α28  α2   

α1さ  α2笥  α33－〃 α8   

〟i  α2  α3  α0  

D（〟）＝  

＝－α。〝3＋D2／▲2－Dl／▲＋D＝0  

TheQuadricwillbeclassifiedaccordiIlgtOthecoefficientof（0．2）and（0．3）．  

Tablel．The proper quadrics  

」 ＝ O non－Centralquadrics  
elliptic   

paraboloid  
hyerbolic   

paraboloid  Jl＝幸 0  Cylinder（り   
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（☆）Table2．The Cylinder  

Dlく 0  

Jl＝ O  
non－Central  
Cylinder  

parabolic   
Cylinder  

a pair of  
parallelplanes（＊）  

parabolic   
Cylinder  ∠2≠ 0  

（摘）Table 3．The pair of parallelplanes  

D2 ＝＝ 0  Dl＝』1＝0  D2 く 0  D2 ＞ 0  

COincident planes  ∠2睾 0  real planes imaginary planes  

ー 8 －   




