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1 三村一辻川モデル

1990年代中盤に,三杜 辻川 【7]によって,走化性大腸菌がなす個体群癒度の時空的ダイナミクス

をモデル化した次の反応拡散方程式系が提唱されている:

(P)

da n -α∇(u∇p)+au(1-u) infix(0,∞),

△p-bp+eu innX(0,∞),

監-監-o onBox(0,-),
叶 ,0)-uo≧0,p(I,0)-po≧O inn.

ここで,flはR2における有界領域であり,係数 a,恒 ,dは正定数 αは非負定数である.
(P)は,領域 口内に棲息する大腸菌の個体群密度と大腸菌が分泌する化学物質の濃度の時空的変

化を記述する数理モデルであり,未知関数 u-u(I,可とP-P(3,,i)はそれぞれ場所 芯,時刻 tに

おける大腸菌の個体群密度および化学物質の濃度を表す.(P)において △叫APは,大腸菌および

化学物質のFi亡kの法則に従う空間的拡散を記述している.なお,ここで扱う大腸菌uは,化学物質

の勾配∇pに感応して,pが大きい方向に引き寄せられる走化性(Chemotaxis)と呼ばれる性質を

もつ.この走化性の効果を表す項が-α∇(u∇p)である.さらにau(1-u)は,ロジスティック型の

増殖項である.第2式の-bpは化学物質の分解を表し,cuは大腸菌による化学物質の供給を表す.

数学的には第 1式がとかく重要で ｢拡散 d,走化性 α,増殖項 aのバランスJと ｢uの時空的

な挙動Jの関係を数理的に抽出することが包括的な目標となる.第 1式は,α-0のケースでは

Keller-Segel方程式であり,α-0のケースではFisher方程式である.その意味で,(P)に対する

解析は,Keller-Segel方程式とFisher方程式のせめぎ合いを観察する状況にもあたる･

(p)の提唱者たちの研究[7],t6]では既に,解が時間発展の過程で複雑なネットワークパターン

を生み出すことが数値シミュレーションで確認されている.最近では,相田-辻川IEfendiev一八本

ー1-



問 によって,(P)の解が織り成す ｢ストライプパターン(stripepattern)｣や ｢六角形パターン

(hexagonalpa･ttern)J等の定常的なパターンが,やはり数倍解析的に得られている.一方で,(P)の

解の時間的な挙動に対する発展方程式論からの研究として,大崎一辻川一八本 三村[9]ならびに【11-

[3日10】が挙げられる･[9]では,(P)の解の時間大域的な存在性に加えて,指数アトラクタが得ら

れている.ここで,α-0のKeller-Segel系では,爆発解の存在が知られているが,α>0を仮定す
る(P)では,抑制項 -au2の効果によって解の爆発が阻止されることに注意する.【3]では,アトラ

クタ次元の下方評価も得られている.

本研究の主眼は,(P)の解が形成する ｢ストライプパターン(stripepattern)｣や ｢六角形パター

ン(hexagonalpattern)｣等の時空的パターンの出現を,数値シミュレーションで観測するだけで

なく,理絵的に証明することにある.本稿では,定常的なパターンを得る理論的側面に焦点を当て,

(P)に対応する定常問題である次の非線型楕円型方程式系

･sp,(萎 u-=膏 vfu.V-p'o'au'1~u'=0 i:n望:O

を考える.以下では,六角形パターンに対応する(SP)の解を得るための技術的な要請から,flを

Rコにおける長方形領域

虻(0,7)×(0,義)
とする･(SP)の正価定数解は

恒 )-(1,呈)
である.定常的なパターンに対応する(SP)の非定数解を見つけることが重要であるが,走化性の

効果α>Oが小さいケースでは,(SP)の正値解は上記定数解に限られることが証明できる([5】)･

そこで,αを分岐パラメーターとして扱い,Crandall-Rabinowitzl4]の局所分岐理論を用いて非定

数解を探す.具体的には,正価定数解 (u,p)-(1,C/b)の不安定化により,非定数解が分岐するα
の値を求めることが最初の目標となる.

2 定数解集合上の退化点

分岐理論を適用するための枠組みとして,Hilbert空間∬ およびγ を

X-HZ(n)XHf(f2),Y-L2(n)XL2(fl)

と定義する･ただし,HB(a)-iu∈H2(fl):監-oon∂叫 である･走化性の強さを表すαを
分岐パラメ-タ一に採用して,定数解集合

i(1,C/a,α):砕≧o)
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の上に,非定数解の枝が分岐する点を見つける･局所分岐理論([4】)を適用するために,tSP)に関

連する作用素F :X xRIYを

F(u7P7a)-(dAApu/boa.V(cuuVp)'au(1-～)) (2･1)

と定義する･陰関数定理を考慮すると,分岐点においては,走数解(叫P)-(1,C/a)の周りの線形化

作用素F(～,p)(ct)は必ず退化していなければならない･したがって,線形化作用素F(～,p)(ct)が0固

有値をもつようなαの値を求める.直接計算により,

F{V,p'(a)(宝)-(dAAkh.-Chaekbk-ah)
と求まる･そこで,拡erF(u.p)(a)を解析するために,線形の楕円型境界値問題

(L)

i

d△h-αAk-ah-0 inn.
△k+ch-bk-0 inn,
ah ak

∂〃【 ∂〝
0 oll∂n

(2･2)

を考える.(L)の解を,次のようにFourier展開された形で探す･

0⊃ 00
h(x,y)- ∑hm諦m(瑚 n(y),A(" )- ∑kmn¢m(2)鶴(y)･ (2･3)m.n=O T71,n=0

ただし,

¢m(E)‥- COS(lm可,恥(y):-cos(vBlny)

と置いた.ここで,

4･'L回 ニー(lm)ユ¢m(I),淵 y)ニ ー(J豆In)2恥 (y)

ゆえ

oO
Ah(I.y)--L2∑(m2+3n2)hmQm回申n(y).

m,71=O

CO

Ak(I,y)--l2∑(m2+3n2)kmn転 (瑚 n(y)爪.T1=0
となるので,(2･3)と(2･5)を(L)に代入して
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を得る･ここで,iQ爪(3,)やn(y)揺,n=OがX の完全直交系を成すから,(2･6)すなわち (L)は,各
帆,n∈NU(0)につき,兼知数が(hmn,k,,1n)の代数方程式

(cdI2'm2+3n2''a 二TEL22('mm22.'33nn22)).bi)(khm-nn)-(oO) (2･7)

に帰着される.したがって,tL)が非自明な解をもつことと,ある(m,可 に対して(2.7)が非自明
な解をもっこと,すなわち,

dL2(m2+3n2)十a -αE2(m2+3n2)
C -il2(m2+3n2)+b)
-1 dl2(m2+3n2)+alil2(m2+37巧 +a)+αcl2(m2+3n2)-0

が成り立つことは同値である･結局,KerF(u.pI(a)はαが,

α=
Idl2(m2+3n2)+aHl2(m2+3n2)+bl

cl2(m2+3n2)
(-:可m,可) (2･8)

を満たすときに限り非自明となる.ここで得られた離散的な退化点α(m両 は全て正値であること

から,走化性の効果がないα-0のケースでは,定数解は非退化であることが確認できる.

ここで,退化点α(m,n‖こおける退化次元に目を向ける.例えば,

α(1,0)=
(dl2+a)(l2+b)
cl2

のケースでは dimKerF(W )(α(1,0))- 1であることが容易に確認できる･ しかしながら,

(m,n)トtcr(m,n)は単射でないことにも注意する.例えば,

α(2,0)-α(1,1)-

可3,1)-α(0,2)-

(4dl2+a)(4L2+a)

あるいは

4cl2

(12dl2+a)(1212+b)
12cJ2

であることから,(m,可 -(2,0日1,1)あるいは(m,可-(3,1),(0,2)に対しては,

dimKerF(u.p)(α(m,n))-2

となる.さらに,

α(1,3)-可5,1)-α(4,2)-
(28dl2+a)(2812+a)
28cJ2

(2･9)

ゆえ,(帆,可=(1,3),(5,1),(4,2)のとき,dimKerF(u,p)(a(m,n))-3である･
次節では,退化次元が1であるdimKerF(～,p)(α(m,n))-1のケースを扱う.次々節では,退化

次元が2であるdimKerF(u.p)(a(m,n))-2の典型として(2･9)のケースを扱う･
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3 ストライプあるいは長方形パターンのピッチフォーク分岐

退化点a(m,n)がdimKerF(～,p)(α(帆,n))-1を満たすケースでは,局所分岐定理【4]が直ち

に適用できて,走数解 (叫p)-(1,C/a)から分岐する非定数解の局所分岐枝を構成できる.さらに,
この場合,ピッチフォーク分岐であることが証明される:

定理 3･1･退化点 α(m,可 が,dimKerF(～.p)回 m,n))- 1を満たすとする･このとき,α-

α(m,a)において,(SP)の非定数解が定数解 (u,p)-(1,C/b)から垂直に分岐する.より詳しく,

ある正数 6が存在して,(u,p,可-(1,C/b,a(m,n))∈XxRの近傍内の(SP)の全ての非定数

解は,パラメ-タ- s∈ト6.6]を用いて,

(p:i(sssi,H ct/(bm,n)日 吉-mn'34'-*(n3',yin(車 2(;i(sssi,) (3･1,

と表される.ここで,4･m(I)および4,I(y)は (2･4)で定義された余弦関数であり,(包(S),ji(S),
a(S))∈XxRは Sに関するある滑らかな関数である.さらに,

km,I-
l2(m2+3n2)+a (3･2)

である.

Proof.(213)と(2･7)を参照すると.

KerF'u,掴 -･n"-span((fm-1xQ)m*(nx()yin(y))) (3･3)

がわかる.ただし,kmnは(3.2)で定義した正定数である･退化点(u,p,可-(1,C/b,可m,n))で,
局所分岐定理 ([4])を適用するためには,

F'u.p',a(α(-Tn"(Em-霊)mO(nT()yin(y))卓RangeF(u7P,(a(-刺 , (3･4)

を確かめなければならない･ここで,F(wl.aとは F(～,p)のαに関する微分,すなわち,

F (u,p,,α(α,(2 )- (.-Ak)

である.したがって,

F{u,p,,F'α(-,n"(fm-1x4'm*(nx',yin(y,)- ( 計 n'm2+3柵 (抽 (y)) (3･5)

を得る･ここで,F(～,p)(α(m,n))の共役作用素をL㌫nと表すことにすると,

LLn(宝)-(a_Aa7m-,若A'hCf Ak-bk)
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である.前節の議論をLLnに適用すると,

KerLLn-spani(kQ:n(TQ)m*(nX()yin(y)))
が得られる.ただし,

kL,1-dL2(m2+3n2)+a

である.ここで,Fredholm交代定理により,

RangeFtu.pl回 m,n))-(KerLLn)⊥

であることに注意する,(3.5)の右辺とKerLLnの基底の間でL2内積を取ると,

Nnkmn菰l(3)戒(y)血ay>0

(3･6)

(3･7)

(3･8)

が待られるが,(3.8)の正値性は,

F(u･p'･a(a(--可)(kQm-n(;)m*(nT()yin(y))紺 erLLn)⊥
を導く.(3･7)より,上式は(3･4)を意味することが分かる.結局,(叫p,可-(1,C/a,a(m,n))に
おいて局所分岐定理が適用できて,ある正数6に対して,(u,p,cF)-(1,C/a,α(m,n))∈XxRの

近傍内の(SP)の全ての正価解は,パラメーターS∈ト6,6]を用いて,

(pu((ss)))-(≡/b)･S(fm-134)n*(nx()yi(y))･S2(言((ss)))
および

α(S)-a(m,n)+sP(S)

と表される.

ここで得られた局所分岐が ｢ピッチフォーク型｣であることを示すには,α(可のMaclaurin展

開を考慮し

β(0)-0

を示せば十分である.以下の証明では,

卓(I,y)-¢m(2;)車.1(y)

(Q,可S)):-

(卑ii(S)):-
@(I,y)屯(I,y,S)血dy=0,

卓(I,y)j5(I,y,S)血ay-0
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が,全ての S∈卜6,6]に対して成り立つことに注意する,なお,人を
-△¢=人中 inr王

を満たす固有値として定義する･(SP)の第 1式をSで2階微分すると,

払 ㌦(可-α〝伺∇‡可可∇p(可ト 2α′伺∇(項 )∇柚 +可可Ⅴ頼 )i
-α(S)∇tu''(S)∇p(S)+2u/(S)∇p'(S)+u(S)∇p'J(8))

+au'1(S)(1-2u(sD-2aul(S)2-0

となる･そこで,(3･11)に8-0を代入すると,

dAii(0)+kmn入β(0)@-α(m,n)AP(0)

-a(叫〕)+52)+α(m,n)kmn(l∇QI2-畑2)
を得る.部分積分からの

く△坤〕),¢)- (i(0),△Q)-一項 (0),申〉-0および (Ap-(0),Q)-0

に注意すると,(3112)の両辺と中の内積を取ることより,

たmnl目星購β(o)-(a-Aa(帆,n)kmn)く卓,52)+α(帆,n)kmn(Q,l∇即 )

を得る･(3･9)より,

･- -F L舶 )dEr /㌔-舶 'dy-0
および

(Q,L∇申l2)

此 車,～(叫n(y)l21m2sin2(lm榊Z(y)+3n2菰l(I)sin2巨万Iny)‡血dy

-l2-2I/I4-(I,sinョ(i-叫 上M '舶 dy

･3E2n2F L願 ,dlr Vn 柚 'sin2(Jilny'dy-0

(3･10)

(3･11)

(3･12)

(3･13)

(3･14)

(3･15)

となることに注意する･したがって,(3･14)および(3･15)を(3.13)に代入することによりβ(0)-0

が得られ,表示式 (3.1)が証明された. □

表示式 (3･1)において,軸 や 血 は定数に対応することに注意する.すなわち,mn-Oのケー

スでは,一方向のみに振動する ｢ス トライプ模様｣の定常パターンの局所枝が,α-α(m,n)にお
いて定数解 (1,C/a)から分岐する.一方でmn≠0ならば,｢長方形模様｣の定常パターンの局所

枝が,α-a(m,可 において定数解 (1,a/a)から分岐する.(3･1)より,

p(S)一言-A-～(u(S)-1)･0(S2) (3･16)

が,全てのS∈ト6,6]に対して成り立っ.(3.2)を参照するとkmn>0だから,(3･16)より,大腸
菌 uと化学物質pの空間分布は,局所分岐枝上では同じ懐向にあることがわかる･

-7-



4 六角形パターンの トランスクリティカル分岐

本節では†diml(erF(u,p直 (m,Ttr))-2の典型例として(2･9)のケースを扱 う･とりわけ ｢六角

形模様(hexagonalpattern)｣の定常パターンのなす局所枝がct′-α(2,0)-ct･(1,1)において定数

解から分岐することを示す･(2.9)のとき,

7{erF(urp,("2,0))-1{erF(ulP函･(1･.))-span‡(A?220'T4)2(可 ),(fll,(EQ)lFEl)(yJl(y)))
が,(3･2)で定義された正数k?oおよび た11に対して成り立つ.この場合は.前節のようにX で直

接的に局所分岐理論を適用することはできない.そこで,流体の方程式系の分岐問題における西田

ら【8]のアイデアに倣って,IIB(I?)内に,27T/3-回転不変性を保つような閉部分空間Hh2exaを導入

するJIIfcxaは具体的には,次のように表される ‥

/TL .-

⊂X)
可x,〟)- ∑ βmn

m+n=even

+cos
申I‡

(4.1)を参照して,

¢m(.7:)･4,,i(y)+cos

(
4,m(T)鶴(y)+cos

+3n)I lil(m-_ COS ■
2 2

I(帆-3函 C.svQl(m+n)y
2 2
C■〇
∑ l4(m2+3n2)概 n< 瓜
m+TL-even

I(m-3n)･Tcos､何(m十n)y
2 2

t(m+3n)a___ヽ′旬(m-n)y
2 2

に(m,可-(2,0)を代入すると,

4,2(x)項 y)+COS(lx)cos(ヽ乃Ey)+cos(lx)cos(Wily)-¢2(x)也(y)+24,1(I)4,1(y)

となる.結局,(4.1)において,

♂-n-てこ
if(m,可-(2,0).
otherwise

と置くことによって,4,2(E)血(y)十241(可4,1(y)∈ Hh2exaが得られる･

2 4 6

図 2
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この関数4,2(I)軸(y)+2Ql(I)4,1(y)は六角形パターンの ｢最小単位｣を与える.実際,図1は,変
転した関数 再･2(I)玩(y)-241(ll)4,1(y)をn(I-1)内に表示したものである.モード数を増加
させると,図1の形をした関数が張り合わさり,図2のような六角形パターンができる.(4･1)にあ

るように,ct･(2,0)(- a,(1,1))は,X の位相では

dimKerFiu.p)(tr(1,1))-dimKerF(u,p)(n･(2,0))-2

なる2重固有値であって,局所分岐定理が使える条件を満足しない.そこで,(2.1)で定義した作用

素Fの定義域をHh2exaxHlfexaxRに制限した作用素F:現exaxHh2exaxRIYを導入する.
すると,

KerFtu,p)(ar(ll1))-I(erF(U,p)回2,0))

= SP a n

((
4･2(T)+24,1(x)4,1(y)
k20(4･2(I)+2¢1(x)*1(y))

ならびに

dimKerF(u,p)回 1,1))-dimKerF(u,p)(α(2,0))-1

が満たされ,制限作用素釦 こ対して局所分岐定理が適用可能となり,六角形定常パターンの局所分

岐枝が得られる :

定理 4.1.(SP)の六角形パターンに対応する解がα-可2,0)(-可1,1))において,走数解

(u,p)-(1,C/b)から局所分岐する.より詳しく,ある正数 6と(u,p,α)=(1,C/b,α(2,0))の
Hh2exaxHh2exaxR,における近傍Ohexaが存在して,Ohexaに含まれる(SP)の全ての非定数解
は,,〈ラメ-タ-s∈ト6,6]を用いて,

(pu('ss,')-(三′b)+S(i,20'x{'bl(x2,Ql'x,'QT(‰ y")+52(S('ss,') (4･2)
ならびに

α(S)-α(2.0)十sP(S) (4･3)

と表される.ここで,4,m回 と4,n(y‖ま,(2･4)で定義された余弦関数であり,k20は (3･2)で

(m,n)-(2,0)とした正数である･なお,(i(S),i(S),β(S))∈Hh2exaxHh2exaxR は,Sに関する
ある滑らかな関数である.

表示式 (4,2)と(4.3)で表される六角形パターンの局所分岐は,横断的(tranceversal)であるこ

とが証明される.この横断的な分岐は,定理 3.1で得られたストライプパターンや長方形パターン

のピッチフォーク分岐とは状況が異なることに注意する.実際,分岐の向きを決めるβ(0)に関し

て,次の表示を得る:

定理 4.2.表示式(4･3)の関数β(可 に対して,

p(oj-聖崇 (宗 一d)

が成り立つ.
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Proo/･(4.2)と(4,3)を参照して,本証明では

卓(I,y)-巌(I)+神l(2)車1(y) (4･5)

と置く･すると,(3.11日3.13)と同様の議論より,

k20州ぜ購β(o)-(a- α̂(2,0)k2｡)(卓.¢2)+可2,0)k2相 ‖∇到 2) (4.6)

を得る･ここで,(4･5)の六角形状の卓では,(卓,@2)>oおよびく和∇卓r2)>oとなることに注意
する･これらの正値性は,ストライプや長方形の(3.14)あるいは(3.15)の状況と異なる,実際,

(印 2)= 些 (申,FVQF2)=晶 22L2'

‖輔 -砦 7A-412･k20-評『
l

ならびに

(4.7)

(4.8)

と計算される･したがって,(4･7)と(4.8)を(4.6)に代入して,(4･4)が得られる. □

5 ピッチフォーク分岐の向き

定理 3.1で得た非定数解のピッチフォーク分岐に対しても,分岐の向きを求める.定理 3.1の状

況を議論するために,Q(2,y)-4･m(E)血(y)と置き,分岐枝の表示式 (3.1)に注目する.右向きの

分岐(a(0)>0)の場合,ピッチフォーク分岐 (3･1)は,超臨界(supercritical)であるという.一方

で,左向きの分岐 (良(0)<0)の場合,亜蛙界(subcritia])であるという.

[5]では,a(0)の陵的表示を得られており,分岐点(lTC/b,α(m,n))におけるストライプパターン

や長方形パターンの局所横(3.1)の分岐方向を知ることができる.その&(0)の表示は,4つの内積

(A,B,a,D):-((坤)),¢2),(i(0),F∇到2),(i(o),卓2),(p(o),l∇Ql2)) (5･1)

を介して得られる:

定理 5･1･(Jl,B,C,D)を (5.1)で定義された内積とする,このとき,(3･1)で得た関数&(S)は,

次を満たす :

lkmn&(0)ll鞘 -2aA一可m,n)(kmnB+AC-D),

ただし,人は (3,10)を満たす国有凧 kmnは(3.2)の正定数であり,(A,B,C,D)については,吹

の連立方程式から得られる:-2ld-a 2d 2人α(帆,n) -2α(m,n)
2人2d -2入d-a -2入2a(m,n) 2人α(帆,n)
c O -b121
0 C 2入2

(a(帆,n)km誹 ∇即 一畑2)+a卓2,申2)
(α(m,n)kmn(l∇Ql2一姫2)+a卓2,I∇卓l2)

0

0

-10-
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