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成果報告

(1)楕円函数 炉(u)のn等分公式,即ち 炉(nu)を 炉(u) (とdP(u)/du)で表す有理

式,の分母 (それは 炉(u)の多項式)は,円分多項式の一般化である.

円分多項式の根が有理数体上に生成する体 (円分体)の理論は数論の最も伝統的

な領域であり,岩揮理論など恐るべき深さを有するが,その多くは,上記の n等分

多項式の根を gD(u)の虚数乗法の体 (虚 2次体)上に生成する体の数論-と美しく
深く一般化されてゐる.

それゆゑ,より一般な体 (たと-ば円の 5分体)上の類似は如何に構成されるべ

きか,の解答を得ることは古くからの数論学者の夢なのである.その際に,円分多項

式は種数 Oの Abel函数,つまり指数函数や三角函数の等分多項式であり,楕円函

数は種数 1の Abel函数であるとみなすのは極く自然な見方であり,やはり次は種

数 2の Abel函数に秘密が隠されてゐると信じたい.Heckeに始まり志村 ･谷山に

より完成した虚数乗法論もこの思想圏内にあったはずである.

(2) しかし,我々は筆者の学位論文のやうに Grantのideaに沿って n等分公式を

種数が g>1の場合に一般化することを考-るのである.これは,志村 ･谷山の虚

数乗法論の方向とは全く異なるものである.

ここでは,Abel函数 炉(ul,u2,･･･,ug)を選ぶことさ-も慎重になされてゐるの

であるが,重要なのは,これのn等分公式とは 5,(nul,nu2,-･,nug)を墾堅 聖 Abel

函数の有理式で表すものとせず,炉(nul,nu2,-･,nug)を元の代数曲線上に制限した

ものをその代数曲線上の函数 (それは本質的に空き_2)の有理式として書くものとす
るのである.

このとき,その分子こそが円分多項式の一般化であると考-て,行ったのが筆者

の学位論文であり,本計画の開始時点では,その分子を詳く調べることが最大目的で

あった.

(3) 一方,楕円函数の等分公式の分母は美しい行列式表示を持つ (Kiepertの公式)

が,そのやうな公式は分子については知られてゐない.

ところが筆者はあるとき突然に,種数が 2に対し,そのやうな行列式表示が定革

化できることに気付いた.それは直ちに論文に仕上がった.実際は,Kiepertの公式

をさらに膨らませた Frobenius-Stickelbergerの公式といふものにまで実に自然に拡

張されたのであった.そして,直ちに結果を数学会で発表した.

その時点で,分子でなくて分母をもつと詳く研究するべきだと気付き,本研究の方

向を変更した.その後,松谷茂樹氏により,Kiepertの公式についてはあらゆる種数

の超楕円曲線に一般化できることが指摘されたので,筆者はFtobemius-Stickelberger

の公式もそのやうな曲線にまで一般化できるはずであることを確信し,それを調べ

はじめた.その結果,時間はかかったが期待通りに公式は完成した.この結果は,以

下の pp･_7-9に結果のみ正確に述べたので,興味のある方には巻末の文献表の [611,
[62],[03]を御覧いただきたい.

(4) 研究期間の期限も押し迫った頃,さらに重大な発見がなされた.それは,上記

の行列式表示に表はれる行列成分である函数 x(u)の幕級数展開の係数が Bernoulli

数や Hurwitz数 (Bernoulli数の楕円函数版)と全く同じ性質を持つといふ発見であ
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る.そのころは,すでに成果をまとめるに入るべきところであったが,筆者はこれの

正確な定式化と解明に没頭し,定式化 (予想の)は年度内にほぼ完成した.それが,

pp.10-12に記したことである.それらの証明には2年近くかかった.興味のある読

者には,[65]に全貌が書かれてゐるので,そちらを参照していただきたい.

最後に配分いただいた補助金の一部は印刷等のための消耗品にあてて,残りは,代

表者と分担者による成果発表,また関係する情報や資料を得たり他の研究者との議

論のための他大学-の出張旅費として使用した.
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本研究の成果の詳細

- Abel函数の新理論,特に 行列式表示公式と

Bernoulli-Hurwitz数の拡張について -

大西二良博 (岩手大学)

6



1.超楕円函数論における行列式表示公式

楕円函数の場合. 楕円函数論における表題の行列式表示公式とは,以下のやうな一

連の等式のことをさす･まづ 恥obenius-Stickelbergerの公式 ([FS])とは,棉

円函数論における通常の C,(u)とgD(u)に対して成り立つ,次の等式である :

(ll)n(n~1)/2(1!2!-･(n-1)!)

(1.1)

cr(u(1'+u(2)+- +u(n))ni<,IC,(u'i)-u(5')
J(u(1))no-(u(2))A･･･J(u(n))n

1 gD(u(1)) p′(u(1)) 炉〝(u(1)) - 炉(n-1)(u(1))

1 p(u(2)) p′(u(2)) ga′′(u(2)) - 炉(n-1)(u(2))

Ei-n

二
∵
醐lqt川U

.ー灯Jヽn

≡
.
也iZl
uPu

･･･
l gD′′(u(n)) - 炉(n~1)(u(n))

これの極限形として,つぎの Kiepertの公式 ([Kie])が得られる.
(1.2)

(-1)n'n-1'/2(1!2,I..(nl1)!)2% -

p′(u) p′′(u) 炉(n~1)(u)

53′′ (u ) gD〝′(u ) 炉(n)(u)

p(ん-1)(u) p(-)(u) .･･' 炉(2n-3)(u)

簡単な行列式の変形をすれば,楕円曲線 y2-x3十･･･に対して,(1.1)式から

q(u'1'+u'2'+･.･+u'n))ni<,･J(u'i)-ù5')

0-(u(1))no-(u(2))n- 3(u(n))n

(1.1/)
1 x(u(1)) y(u(1)) x2(u(1)) yx(u(1)) x3(u(1))
1 x(u(2)) y(u(2)) x2(u(2)) yx(u(2)) x3(u(2))

x(u (n)) y(u (n)) x 2(u(n)) y x (u(n)) x 3(u(n)) ･･･

を得る･ ただしx(u)-p(u),y(u)-喜G,′(u)である.これより次を得る :

(1.2/) E盃 l

cr(u)n2 =

x′(u) y'(u) (x2)′(u) (yx)′(u)

x′′(u) y′′(u) (x2)′′(u) (yx)"(u)

x(n ~ 1)(u) y(n - 1)(u) (x 2)(n - 1)(u) (yx)(n -1)(u)

これは上記の楕円曲線の n等分多項式の行列式表示に他ならない.

Ftobenius-Stickelbergerの公式の任意の Riemann面に対する一般化としては,I.

Fay (lFay])によるものが知られてゐるものの,それは非常に複雑であり,整数論

的に使-さうにないし,Kiepertの公式のやうのものを導出することは不可能に恩は

れる.

今回紹介するのは,いまのところ超楕円曲線に限るものの,(1.1′)と (1.2′)の自
然な一般化であり,整数論的な応用も期待できる.
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設定と定義. まづ,種数 gの超楕円曲線 C:y2- x29+1+･･･に対し,C上の第

1種微分形式 (正則形式)の "自然な"基底に関する積分

･113) ul-/:'y'芸,u2-/:'y'若････ug-/:'y'完空
を考-て,これの逆函数 u-(ul,u2,- ,ug)- (x,y)に着目し,

と記す.この定義を補足するために,いま Cの Jacobi多様体 (Cg/A と書く)-

の標準的な埋め込み L(- .(I.3)の積分値 moduloA)と写像 IC(-mOdA)および

Cの普遍 Abel被覆 FC~1L(C)⊂Cg/Aなど,つまり

fC-1L(C) -～ C

(1.5)

TJ≡

摺

叫
エロl

c
を用意する.種数 9-1のときは,左側の埋め込みは全単射である.さすれば函数

x(u)や y(u)は 1次元多様体 IC-1L(C)を定義域とする函数である.この x(u)と

y(u)の有理式を 超楕円函数 と呼ぶ.
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一般の超楕円函数の場合･ C に付随する sigma函数 cr(u)-C,(ul,u2,- ,ug)に
対して,

(1･6) o･拝(u),0･♭(u)

を下記の (1.7)に従って定義する.

genuSg 1 2 3 4 5 6 7 8

CT♯ 0- 0-2 CT2 CT24 g24 0-246 CT246 62468

ここに 63･(u)-量 q(u),Ji,A(u)-百島 q(u)･･..である.このとき,以下が成 り
立つ.

定理 1.8.(Ftobenius-Stickelberger型の公式,([61],[62],[63])
nは g以上の整数とする (n<gでも定式化はできてゐる).点 u(1),..･)u(n)
はすべて ICー1L(C)に属するものとせよ.このとき

士q(u(1)+u(2)+-.+u(n))n i<3.gb(u(i)-u(メ))
0-#(u(1))no-#(u(2))n-.cr#(u(n))n

-,l豊 ii 警 ミミ yz(iu=(:≡,三 x=g=.=1:(iu=(:≡,3, yzxS(fu=(:≡,≡

ただし,上記の符号 土 は詳しく述べると煩雑なので省略した.

Kiepert型の行列式表示公式. 上記 (1.8)の n個の点 u(3')をすべて同一の点 u

に近づけるときの極限として,Kiepertの公式 (1.2′)の自然な拡張が得られ,それ
は n等分多項式の類似を与-る.
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2.Bernoulli-Hurwitz数の理論の円分型代数函数への一般化

ここでは種数 9の超楕円曲線

(2.1) C:y2-x2g+111

だけを考-るが,ここで述べることは,"円分型"とでも呼ぶべき代数函数,すなはち

ya-xb-1, ya-xb-x (gcd(a,a)-1)

などで定義される代数曲線に対応する代薮函数に対しても成 り立つもめである.詳

細 ま【65]にあるので,そちらを参照いただきたい.

設定と定義. まづ,C上の第1種微分形式 (正則形式)の"自然な"基底に関する

積分

･2･2) ul-/:'.y'芸,u2-/:'y'若-,ug-/:'y)竺憲里
を考-て,これの逆函数 u- (ul,u2,- ,ug)- (x,y)に着目し,(x(u),y(u))と記

す (前節 1の記号と同じ).ただし9-0のときは,(2.2)の最後式で 9-0とし

て,これらはひとつの式

･212′) u-/: 'y'% -I: 'y'芸 (9-0のとき)

だと考-るものとする.この像の上の u - (0,0,- ,0)の近傍では,最後の変数

uoのみの逆函数になることを考慮すると,微分方程式

･2･3) dS:9- 2Xy

が得られる･いま 寛 -x'(u)と書けFS'1'

(2･4) x,(u)-諾 丁

を得,これを平方して定義式 y(u)2-x(u)29+1-1を代入したのち分母を払-ば

(1) ここでは3;′(ug)と書く方が良いかもしれないが,前半の話との都合もあるのでかう記すのであ

る･x(u)や y(u)をx(ug)とか y(ug)と記さないのも同様の理由による･
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以後,箪挙のために9-2を中心に解説する･

以下の考察からわかるやうに,4分体 (または 3分体)に対応する 炉函数について

の微分方程式

(2.6) 炉′(u)2-軸 (u)3-紬(u) (または 炉′(u)2-毎 (u)3- 1)

の 5分体-の正しい拡張は,丁度 (2.5)の9-2の場合,つまり

なのである･また,種数 9-0の場合の (2･2′)から定まる函数 u - xは 1/sin2(u)
に他ならない.

しかるに,Bernoulli数 B2nが展開

′… ､ 1 1.昌 (-1)n~122nB2n u2n~2

(2･7) 謡㌫ -去+ ∑

で与-られ,Hurwitz数 E4n が 炉′(u)2-毎(u)3-4p(u)で定まる 炉(u)の展開

･2･8, p(u)-去 +主 語 品n=1

で与-られるやうに,種数 2の場合にも新しい数 (一般 Bernoulli-Hurwit2;敬)

CIOn∈Qを

で定義する.性質

(2.10) x(-｢亡Iu)-Ex(u)

(ただしく-e2町√ 了/5,｢Elu-(Eul,C2u2)である)によりnが 10で割りきれなけ

れば,Cn-0とする･Cnの漸化式も (2.5)から得られる･以上の考察が正しい筋

にあることは次に示すやうに, Cnに関して,

-.vonStaudt-Clausenの定理,

-.YonStaudtの第 2定理,

-.Kummerの合同式

の非常に良い類似が成り立っことからわかる.
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主結果. 素数 p≡1mod5に対し,

Ap-(-1)'p-1'/10((賢_-ll))//12.)

とおけば,一般 Bernoulli-Hurwitz数 CIOn について,つぎが成り立つ :

定理 2.ll. (vonStaudt-Clausen型定理) 各 C10n はある整数 G10nでも
つて

C10n- .∑ Ap10n/'p-1㌧ G10nP
p=lmod 5

p- 1110n

この Ap は,曲線 Cmodpの第 1種微分形式の基底を (113)や (2･2)の

二∴÷
に取った場合の Hasse-Wit,t行列 の (2,2)成分に他ならない.

Katz (lKal])が Hurwitz数の場合,"分子"がHasseinvariant(つまりHasse-
Witt行列の唯一の成分 !)に他ならないことを指摘したのであるが,我々の場合,そ

れのきはめて自然な一般化になってゐる.

定理 2.12.(vonStaudtの第 2定理の拡張) 任意の素数 p≡1mod5と

任意の自然数 nについて,p-lX10nならば

定理 2.11と定理 2.12は普遍 Bernoulli数と呼ばれるものについての類似の性質

(F.Clarkeの定理)とLagrangeinversionformulaの変形版を駆使して証明される.

恵理 2.13.(Kummer型の合同式) 素数 p≡1mod5と自然数 n,aにつ

いて,10n≧a+2かつ n≠Omod(p-1)と仮定する.このとき

･2.10, 墓(-1)r(;)ipa-r.1.Cn10.n'rr(gp--1'1,-0-odpa

これはつい最近,安田正大氏 (数理研)によって証明された.
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数値例. CIOn の最初のいくつかの値 :

clO-主 ･28･32･52･7,

C20-三 ･218･39･54･7･13･17,
1

C30-五 一五 1228･314･57･73･132･17･19･232I

C40-品 ･238･317･59･73･1321172･192･23･29･37･31991,

C50-主 ･247･323･512･76･133･17･192･232･29･37･43･47･4999,
-1

C60-ii一丁盲｢盲｢ 259･328･515･76･･1341172･193･232･292･37･43･47･53･351453077,
1

C70-正一市 ･272･331･516179･135･173･1931232･292･37･43･47･53･59･67･6740734411,
-1

C80=ii一丁石
･278･334･519･78･136･173･194･233･292･372･43･47･53･59･67･73

･109･460903･121384433,

090-i完 ･287･342･521･710･136･174･1941233･293･372･432･47153･59･672･73･79･83

･131･881･2799606697,

clOO-i孟 ･2971347･524･711･137･1731195･234･293･372･432･472153･59･67･73179･83

･89･97･10343･1938718187373563,

cllO-孟 ･2107･351･527･713･138･174･195･234･293･37･432･472･532･59･67･73･79･83

･89i97･103･107･3019729･865724129494813,
-1

C120
11･31･41･61

.2119.356.529.713.139.175.196.235.294.372.432.472.532.592.67

･73･79･83･89･97･103･107･109･113･863833294249･7389430581319,

C130-正iif･2128･361･532･715･13111175･196･235･294･3721432･472･532･592167･73･79･83

･89･97･103･107･109･113I127･5303i97785319I175363749323953511,

C140-‡完 ･2139･365･534･715･1310･176.197･236･294･372･433･47･532･592･672･73･79･83

･89･97･103･107I109･113･127･137･3191･79927801･2927519326077590415331021,

C150
11･31･151

･2150･370･537･717･1312･175･197･236･295･373･433･472･532･592･672･732･79∴83

･89･97･103･107･109･113･127･137･139･50951･450127･1464426640811･58871719018640089,
-1

cl60-ii一石 12158･372･540･71711312･176･198･236･295･373･433･4721532･592･672･7321792･83

･89･97･103･107･109･113･127･137･139･149･157･5473709

･22543502622365730931551293201565706511,

C170-主 ･2167･378･542･719･1312･178･198･237･295･373･433･472･533･592･672･732･792･832

･89･97･103･107･109･113･127･137･139･149･157･163･167･587･22573･18793･246289

･311203545376580358674935387,

C180
-1

･2177･387.545.719.1315.177.199.237.296.373･434.472,533.593･672
11･31･61･181

･732･792･832･892･･97･103･107･109･113･127･137･139･149･157･163･167･173

･239･1471･1579･7030999221688667065861742323016843138707.
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これらCnは ある整数 Gnでもって,以下のやうに書ける

､CIO

C20

6

節
62

惑
63 10

C30=五 十五

C 40

C 50

64

ii
65

EE!

7

+石

C6.-監+誓 ･孟

C70

C80

67
ii
68

EE!
69 103

C90=正 +一打

CIOO

CllO

610
了f

611

了i

612 104 73 1

C120=了手+一訂 十五 +前

C130

C140

C150

C160

C170

C180

613

了手

614

う丁

615 105

了手+五

616

了r

617

了丁

618 106

FYIi:由
1

+訂

52

+i云

64
+i訂

･ 芸

14

32

+ 元

322

+7T

+G10,

+G20,

+G30,

+G40,

+G50,

+G60,

+G70,

+G80,

+G90,

+G100,

+GllO,

+G120,

+G130,

+G140,

+G150,

+G160,

+G170,

37

+瓦 +G180･
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