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あらまし Misraが提案したパワーリストは，並列再帰構造を仕様記述するためのデータ構造である．Achatz

and Schulte はパワーリスト関数による仕様記述から，相互結合網非依存の超データ並列アルゴリズムを生成す
る手法を提案した．Achatz らが対象としたのは分割統治型のパワーリスト関数であり，その他のパワーリスト
関数についてアルゴリズムを生成できない．我々は相互結合網をハイパキューブに制限することで Achatz らの
手法を拡張した同種分解可能，交差分解可能と呼ぶ二つのパワーリスト関数のクラスを提案する．そして，それ
らの関数から時間計算量が O(n) である n 次元ハイパキューブアルゴリズムが生成可能であることを示す．
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1. ま え が き

パワーリストは並列アルゴリズム等の並列再帰構造

を形式的かつ簡潔に記述するために，Misra [8]によっ

て提案されたデータ構造である．パワーリストは 2n

個の要素をもつリストであり，並列再帰構造をパワー

リスト上の関数として記述する．パワーリストは 2n

個の要素をもつため，相互結合網としての n 次元ハイ

パキューブと親和性が高い．そのため，パワーリスト

によるハイパキューブアルゴリズムの仕様記述に関す

る研究が数多くある [7], [8], [10], [12]．

パワーリストの代数的な性質は等式論理による関数

の等価変換及び等価性判定を可能とするため，定理証

明器を用いた自動検証研究 [4], [5] がある．また，パ

ワーリストが対象とする並列再帰構造に着目し，相互

結合網 [9]，加算回路 [3]の記述に関する研究がある．

本論文ではパワーリストによる仕様記述からアルゴ

リズムを生成することを目的とする．関連研究とし

てKornerup [6]，Achatz and Schulte [1], [2]がある．

Kornerupはグレイコードを用いて，パワーリスト及
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びパワーリストに対する基本演算をハイパキューブ上

に写像している．しかし，写像された基本演算からハ

イパキューブ上のアルゴリズムを生成する具体的な手

法について言及していない．

Achatz and Schulteはパワーリスト関数を DC と

呼ばれる高階関数によって記述し，それを相互結合網

非依存の基本通信操作による記述に変換する手法を提

案している [1]．高階関数DCは分割統治型のパワーリ

スト関数を記述するためのテンプレートである．基本

通信操作は超データ並列処理をモデルとし，実装可能

な相互結合網としてメッシュ，アレー，ハイパキュー

ブを考慮している．結果として，高階関数 DCによる

記述から，基本通信操作を実装可能な相互結合網にお

けるアルゴリズムが得られる．

パワーリストは 2 種類の基本構築子をもつが，DC

によるパワーリスト関数の記述ではパワーリストの分

解と構築のために同一の基本構築子を用いる必要があ

る．そのため，DCを用いた手法では同一基本構築子

を含む分割統治型の関数のみを記述の対象としている．

その後 Achatzらは異なる基本構築子を含む関数を記

述するために，文献 [2] において新たな手法を提案し

ている．具体的には inversion と呼ばれる操作を導入

することで，異なる基本構築子によって引き起こされ

る再帰呼出しごとのデータ再配置を一括処理している．

しかし，DCではトップダウン，ボトムアップの処理

が混在する関数を記述できるのに対し，新たな手法で
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は関数をトップダウン関数あるいはボトムアップ関数

のどちらか一方のテンプレートで記述する必要がある．

もとの関数からテンプレートへの変形は非形式的に行

われており，常に成功するとは限らない．

Achatzらの手法の利点は，相互結合網非依存のア

ルゴリズムが導出できることである．その反面，相互

結合網非依存性と高速化のために記述の対象外として

いるパワーリスト関数が存在する．

本論文において，アルゴリズム生成の対象となるパ

ワーリスト関数のクラス拡張のために，相互結合網を

ハイパキューブに制限することで Achatzらの手法を

拡張する．我々は記述対象として（ 1）分割統治型/一

部の非分割統治型，（ 2）同一の基本構築子/異なる基

本構築子，（ 3）トップダウン，ボトムアップ処理が混

在する関数を考えている．条件（ 2），（ 3）はAchatz

らの 2種類の手法が対象とする関数を組み合わせたも

のを表す．更に条件（ 1）により，非分割統治型の一部

の関数についても新たに記述の対象とする．上記の関

数は提案する高階関数 HDF，CDFによって記述され

る．HDF，CDFは高階関数 DCを非分割統治型及び

異なる基本構築子についても記述できるように拡張し

たものである．高階関数 HDF，CDFで記述された関

数を分解可能関数と呼ぶ．また，恒等関数と inversion

のみを基本関数として，HDF，CDFに対するハイパ

キューブアルゴリズムを与える．結果として，分解可

能関数から時間計算量が O(n) である n 次元ハイパ

キューブアルゴリズムが生成可能なことを示す．

2.ではパワーリストによるハイパキューブアルゴリ

ズムの仕様記述及び高階関数 DCについて述べる．3.

において提案する新たな高階関数 HDF，CDFについ

て述べ，4.でハイパキューブアルゴリズムの生成手法

について述べる．5.では高階関数HDF，CDFによる

記述例と生成されるアルゴリズムの例について述べる．

2. パワーリストによる仕様記述

2. 1 パワーリスト

パワーリストは長さ（要素数）が 2n（n ≥ 0）の

リストであり，〈x0 x1 . . . x2n−1〉 のように表される．
長さが 1のパワーリスト 〈x〉 をシングルトンと呼ぶ．
パワーリストは再帰構造をもち，同じ長さのパワーリ

スト 2 個からより大きなパワーリストを構築できる．

パワーリストの基本構築子として |（tie）と ��（zip）

がある．基本構築子についての公理を与えることに

よりパワーリスト及び基本構築子を代数的に定義で

きるが [8]，ここではリスト操作としての基本構築子

の意味を説明して定義とする．p，q を同じ長さのパ

ワーリストとしたとき，p | q は p と q を連結した

パワーリストである．例えば 〈0〉 | 〈1〉 = 〈0 1〉 であ
り，〈0 1 2 3〉 | 〈4 5 6 7〉 = 〈0 1 2 3 4 5 6 7〉 であ
る．p �� q は p と q の要素を先頭から交互に並べた

パワーリストである．例えば 〈0〉 �� 〈1〉 = 〈0 1〉 であ
り，〈0 1 2 3〉 �� 〈4 5 6 7〉 = 〈0 4 1 5 2 6 3 7〉 であ
る．シングルトンに対する �� と | の結果は同じであ
り，長さが 2 以上のパワーリストについては異なるリ

ストとなる．

2. 2 仕 様 記 述

並列アルゴリズムの仕様記述をパワーリスト上の関

数によって定義する．例として，パワーリストの要素

の並びを逆順にする関数 rev の定義を与える [8]．

rev 〈x〉 = 〈x〉
rev (p | q) = (rev q) | (rev p)

(1)

関数 rev は基底の場合，シングルトンに対する恒等関

数と等価である．再帰の場合，基本構築子が等号の両

辺に現れているが，左辺のものを分解子，右辺のもの

を構築子と呼び区別する．引数は分解子 | により，長
さが半分のパワーリスト p と q に分けられる．p と q

は構築子 | をまたいで交換され，それぞれ再帰した結
果が再び構築子で結合される．分解子で分けられたあ

との再帰呼出しは互いに影響を及ぼさないので，並列

に処理できる．

関数 rev は構築子と分解子が | で一致している．そ
のような関数を整合な関数と呼ぶことにする．また，

p と q に対する関数呼出しとして自分自身の再帰呼

出しのみを含んでいる．そのような関数を分割統治型

の関数と呼び，p と q の少なくとも一方について自分

自身を呼び出していないものを非分割統治型の関数と

呼ぶ．次の関数 ls [8] は再帰呼出しがなく分解子が |，
構築子が �� であるので非分割統治型の不整合な関数

である．

ls 〈x〉 = 〈x〉
ls (p | q) = p �� q

(2)

図 1に ls の適用例を示す．ls は引数のパワーリスト要

素の 2進表示インデックスを左に回転する関数である．

例えば，(100)2 番目の要素が (001)2 番目に，(110)2

番目の要素が (101)2 に移動する．ここで (xxx)2 は

整数の 2進表示を表す．
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図 1 ls 操 作
Fig. 1 Ls operation.

図 2 ハイパキューブ
Fig. 2 Hypercubes.

パワーリスト関数の中には，スカラ関数と呼ばれる

特殊な関数が存在する．スカラ関数は要素の再配置を

行わず，要素ごとに f を適用した結果のパワーリスト

を返す．1引数のスカラ関数 f は以下のように定義さ

れる．

f 〈x〉 = 〈f x〉
f (p ‖ q) = (f p) ‖ (f q)

ここで ‖ は基本構築子 | または �� を表し，その種類

によらず f が定義可能であることを示している．

1引数のスカラ関数と同様に 2引数のスカラ関数も

次のように定義され，これは n 引数に一般化される．

f 〈x〉 〈y〉 = 〈f x y〉
f (p ‖ q) (u ‖ v) = (f p u) ‖ (f q v)

2. 3 ハイパキューブアルゴリズム

n 次元ハイパキューブ（n-HC）は 2n 個の頂点をも

つグラフである（図 2）．頂点 i（0 ≤ i ≤ 2n − 1）は

n ビットのラベルをもち，二つの頂点 i と j はそれら

のラベルが d（0 ≤ d ≤ n− 1）番目のビット位置だけ

で異なるとき，かつそのときに限り，辺をもつ．この

とき i について，隣接する頂点 j を i の d 次元方向

の頂点，あるいは単に d 次元方向という．

グラフの頂点と辺をそれぞれプロセッサ，リンクと

して考えると，ハイパキューブを並列システムとみな

すことができる．以降では頂点をノードと呼ぶ．また，

パワーリストによるアルゴリズムの仕様記述において，

n-HCのノード i がデータ xi をもつことをパワーリ

スト 〈x0 x1 . . . x2n−1〉 によって表す．
並列アルゴリズムを考える場合，同期モデル，通信

モデルを定める必要がある．本論文において，同期モ

デルはすべてのノードが共有した時刻に従って処理を

行う同期方式とする．時刻で分けられる処理の単位を

ラウンドと呼ぶ．通信モデルについては各ラウンドで

ノードが通信する相手をたかだか一つに制限するシン

グルポート方式とする．また，一度の通信で送受信可

能，つまりデータの交換が可能であるとする．

2. 4 高階関数DC

Achatz らは超データ並列アルゴリズムを導出する

ために，分割統治法による関数を高階関数 DCによっ

て記述した [1]．DCによる手法は以下の手順で並列ア

ルゴリズムを生成する．

（ 1） パワーリスト関数 f を DCで記述

（ 2） f をトップダウン，ボトムアップ関数に分解

（ 3） 上記の分解された関数を基本通信操作による

記述に変換

結果として，基本通信操作を実装可能であるアレー，

メッシュ，ハイパキューブ上の並列アルゴリズムを生

成できる．

上記手順のうち，本論文に関連する（ 1），（ 2）に

ついて詳しく説明する．まず，高階関数 DCの定義を

与え，DCで記述できるパワーリスト関数を説明する．

DC は引数として q，t，g，h，k，j をとり，関数

を返す高階関数であり，次のように定義される．

f = DC q t g h k j

f x = t x if q = #x

f (x | y) = (k v w) | (j v w) otherwise

where (v, w) = (f (g x y), f (h x y))

ここで整数 q は 2のべき，t は自明な関数と呼ばれる

スカラ関数であり，g，h は前調節関数，k，j は後調

節関数と呼ばれるスカラ関数である．# はパワーリス

トの長さを返す．自明な関数，前調節関数，後調節関

数がスカラ関数であるのは，f を実現する並列アルゴ

リズムを考えた場合に通信を必要としないためである．

すなわち，これらの関数の適用が 1ラウンド中で実行

できることを保証する条件である．

DCは，関数 f が分割統治法により処理できること

を示している．再帰関数 f は引数 x の長さ #x が q
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と等しいときに基底となり，自明な関数 t を適用した

結果を返す．再帰の場合，引数を | で分解した x，y

に対して前調節関数 g，h を適用し，その結果である

g x y，h x y についてそれぞれ f で再帰する．その

後，再帰呼出しの結果 v，w に対して後調節関数 k，

j が適用され，それらを | で結合したものが返される．
DCは分解子と構築子が整合していればよいので | の
代わりに �� を用いた定義も考えられるが，Achatzら

は相互結合網非依存を達成するために | のみを基本構
築子としている [1]．

DCにおいて k v w = v，j v w = w であれば，f

の再帰定義は f (x | y) = f (g x y) | f (h x y) と

なり，再帰的な計算結果を結合するだけの単純なトッ

プダウンアルゴリズムが生成できる．逆に g x y = x，

h x y = y であればボトムアップに f を計算でき，そ

の並列アルゴリズムも容易に生成できる．

このように DCをトップダウン/ボトムアップに制

限した高階関数 DC↓，DC↑ を次のように定義する．

DC↓ q t g h = DC q t g h π0 π1

DC↑ q t k j = DC q t π0 π1 k j

ここで，πi は射影関数であり，π0 x y = x，π1 x y = y

である．DC↓，DC↑ によって記述される関数をそれ

ぞれトップダウン関数，ボトムアップ関数と呼ぶ．

Achatzらは DCで記述された関数について次のこ

とを示している．

スカラ関数 t，t↑，t↓ について t = t↑ ◦ t↓ と

し，f = DC q t g h k j，f↓ = DC↓ q t↓ g h，

f↑ = DC↑ q t↑ k j としたとき，f = f↑ ◦ f↓ が成

り立つ．ここで ◦ は関数合成を表す．

これは DC で記述された関数 f が，トップダウン関

数 f↓ とボトムアップ関数 f↑ に分解できることを示

しており，f の並列アルゴリズムを考える場合に f↓，

f↑ のアルゴリズムを考えればよいことになる．つま

り DCで記述できる関数ならば並列アルゴリズムを生

成できる．

DCによる関数の記述例として，次のように定義さ

れた rev ′ を考える．ここで id は恒等関数を表す．

rev ′ = DC 1 id π1 π0 π0 π1

このとき以下が成立し，rev の定義式 (1)と一致する．

rev ′ 〈x〉 = id 〈x〉 = 〈x〉
rev ′ (x | y)

= (π0 v w) | (π1 v w)

where (v, w) = (rev ′ (π1 x y), rev ′ (π0 x y))

= v | w

where (v, w) = (rev ′ y, rev ′ x)

= (rev ′ y) | (rev ′ x)

高階関数 DCによるパワーリスト関数の記述には制

限が存在する．例として，次の関数 rr [8]を考える．

rr 〈x〉 = 〈x〉
rr (p �� q) = (rr q) �� p

(3)

関数 rr は引数のパワーリストを要素一つ分だけ右に

回転する関数であり，rr 〈0 1 2 3〉 = 〈3 0 1 2〉 であ
る．rr は基本構築子 �� を用いているので DCでは記

述できないが，DC の定義を �� に拡張したとしても

rr は構築子の右の部分式において再帰呼出しがない．

そのため，分割統治型の関数を対象とする DCでは記

述できない．また，DCは基本構築子 | で整合してい
るので，式 (2) で定義される不整合な関数 ls につい

ても記述することができない．

DCで記述可能な関数は（ 1）分割統治型，（ 2）整

合，（ 3）トップダウン，ボトムアップ処理が混在した

関数である．関数 rr，ls は条件 （ 1），（ 2）を満た

さないので，DCでは記述できない．

Achatz らは文献 [2] において不整合な関数を記述

するために新たな高階関数を提案しており，（ 1）分

割統治型，（ 2）整合/不整合，（ 3）トップダウン，ボ

トムアップ処理が混在しない関数を対象としている．

Achatzらは不整合な関数を記述するために，基本操

作として inversion を導入し，もとの関数から �� を

除去するための変換規則を提案している．変換規則

はトップダウン処理とボトムアップ処理の場合で異な

り，�� が分解子，構築子，またはその両方に現れる場

合によっても異なっているため，複数存在する．それ

らの規則により，関数は基本構築子 | のみを含む整合
な関数へと変換され，アルゴリズムの生成が可能とな

る．非分割統治型の関数については，DCと同様に記

述できない．また，不整合な関数について記述が可能

になった反面，与えられた関数をトップダウン関数若

しくはボトムアップ関数の形式でしか記述できない．

したがって，トップダウン，ボトムアップ処理の混在

した関数をトップダウン関数若しくはボトムアップ関

数に変形する必要があるが，その方法については非形

式的である．
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3. 分解可能関数

前章で述べた DC についての制限を緩め，より多

くのパワーリスト関数からのハイパキューブアルゴリ

ズムの生成を考える．我々は記述の対象として（ 1）

分割統治型/一部の非分割統治型，（ 2）整合/不整合，

（ 3）トップダウン，ボトムアップ処理が混在した関数

を考えている．

アルゴリズム生成全体の手順は次のようになる．

（ 1） パワーリスト関数 f を HDF か CDF で記

述（HDF，CDFは DCを拡張した高階関数で，後述

する）

（ 2） f をトップダウン，ボトムアップ関数に分解

（ 3） 分解した関数それぞれのハイパキューブアル

ゴリズムを生成

この章では（ 1），（ 2）に対応する高階関数 HDF，

CDF の定義とそれらで記述される関数の分解につい

て説明する．また（ 3）については，4.で説明する．

3. 1 同種分解可能関数

我々の提案手法において，恒等関数 id と inversion

関数 inv を関数定義のための基本関数とする．inv は

パワーリスト要素の 2 進表示インデックスを逆順にす

る関数である．例えば，(011)2 番目の要素が (110)2番

目に移動し，(101)2 番目の要素は移動しない（図 3）．

［定義 1］（基本関数） 基本関数 id，inv はそれぞれ

以下のように定義される関数である．ここで ‖ は | ま
たは �� であり，‖̄ は ‖ と異なる基本構築子である．

id 〈x〉 = 〈x〉
id (p ‖ q) = (id p) ‖ (id q)

inv 〈x〉 = 〈x〉
inv (p ‖ q) = (inv p)‖̄(inv q)

id は関数呼出しがないことを明示的に記述するため

に用いられる．inv はのちに HDFと CDFを関連づ

ける際に大きな役割を果たす．

基本関数 id，inv 及び高階関数DCを拡張したHDF

図 3 inversion 操作
Fig. 3 Inversion operation.

を用いてパワーリスト上の整合な関数のクラスを再帰

的に定義する．

［定義 2］（同種分解可能関数） 基本関数 id と inv を

0次同種分解可能関数とする．m + 1 次同種分解可能

関数の集合 Hm+1 は高階関数 HDFにより以下のよ

うに再帰的に定義される関数 f の集合である．ここで

t, g, h, k, j はスカラ関数，f0, f1 ∈ ⋃m

i=0
Hi ∪{f}

とし，f0，f1 の少なくとも一方は m 次同種分解可能

関数であるとする（f0 = f1 = f のときは，下記の定

義より f は 1次同種分解可能関数となる）．

f = HDF (‖) t f0 f1 g h k j

f 〈x〉 = t 〈x〉
f (p ‖ q) = (k v w) ‖ (j v w)

where (v, w) = (f0 (g p q), f1 (h p q))

高階関数 HDF は，DC に関して基本構築子を ��

についても扱えるようにし，更に，定義中で再帰

以外の関数 f0，f1 を呼び出せるように拡張してい

る．したがって，DC 1 t g h k j は HDFを用いて

HDF (|) t f f g h k j と記述できる．

HDFで記述できる関数は（ 1）分割統治型/一部の

非分割統治型，（ 2）整合，（ 3）トップダウン，ボト

ムアップ処理が混在した関数である．

前章で述べたDCで記述できない非分割統治型の関数

rr は 1次の同種分解可能関数であり，HDFで記述でき

る．すなわち，rr ′ = HDF (��) id rr ′ id π1 π0 π0 π1

として，HDFの定義で展開すると rr の定義 (3)と一

致する．展開を以下に示す．

rr ′ 〈x〉 = id 〈x〉 = 〈x〉
rr ′ (p �� q)

= (π0 v w) �� (π1 v w)

where (v, w) = (rr ′ (π1 p q), id (π0 p q))

= v �� w

where (v, w) = (rr ′ q, id p)

= (rr ′ q) �� p

ハイパキューブアルゴリズムを考えた場合，DCと

同様に HDFもトップダウン関数とボトムアップ関数

に分解できればその生成は容易になる．HDFが分解

できることを示すために，トップダウン関数，ボト

ムアップ関数を記述する高階関数をそれぞれ HDF↓，

HDF↑ として定義する．
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［定義 3］（HDFトップダウン関数） 基本関数 id と

inv はトップダウン関数であると定義する．f0，f1 が

トップダウン関数であるとき，高階関数 HDFによっ

てトップダウン高階関数 HDF↓ を以下のように定義

する．

HDF↓ (‖) t f0 f1 g h

= HDF (‖) t f0 f1 g h π0 π1

［定義 4］（HDFボトムアップ関数） 基本関数 id と

inv はボトムアップ関数であると定義する．f0，f1 が

ボトムアップ関数であるとき，高階関数 HDFによっ

てボトムアップ高階関数 HDF↑ を以下のように定義

する．

HDF↑ (‖) t f0 f1 k j

= HDF (‖) t f0 f1 π0 π1 k j

基本関数 id と inv はトップダウン関数かつボトム

アップ関数であることから，次の補題が成り立つ．

［補題 5］（0 次同種分解可能関数の分解） id = id ◦
id，inv = id ◦ inv であることから，id↓ = id，

id↑ = id，inv↓ = inv，inv↑ = id としたとき

id = id↑ ◦ id↓，inv = id↑ ◦ inv↓ が成り立つ．す

なわち，基本関数はトップダウン関数とボトムアップ

関数に分解できる．

HDF で定義された関数が分解可能であることを

示す．

［定理 6］（HDFの分解） 同種分解可能関数 f につ

いて，f = f↑ ◦ f↓ である HDFトップダウン関数 f↓

と HDFボトムアップ関数 f↑ が存在する．

（証明） 次数 m に関する帰納法で証明する．基底

m = 0 の場合，補題 5 より定理は成り立つ．帰納

の場合，m 以下の次数で定理が成り立つと仮定する．

関数 f ∈ Hm+1 が f = HDF (‖) t f0 f1 g h k j

で定義されるとき，f↓ = HDF↓ (‖) t f↓
0 f↓

1 g h，

f↑ = HDF↑ (‖) id f↑
0 f↑

1 k j として，パワーリスト

の長さに関する帰納法で示す．ここで f↓，f↑ の自明

な関数 t↓，t↑ は t = t↑ ◦ t↓ を満足しなければならな

いので，t↓ = t，t↑ = id としている．

（ 1） 基底の場合，f↓，f↑ の定義よりシングルト

ンに関して f↓ 〈x〉 = t 〈x〉，f↑ 〈x〉 = id 〈x〉 であり，
f↑ ◦ f↓〈x〉 = id (t 〈x〉) = t 〈x〉 = f 〈x〉 より成り
立つ．

（ 2） 帰納の場合，長さ 2l の任意のパワーリス

ト p について f↑ ◦ f↓ p = f p であると仮定して，

#(p0 ‖ p1) = 2l+1 の場合を考える．

f↑ ◦ f↓(p0 ‖ p1)

= {f↓ の定義 }
f↑(f↓

0 (g p0 p1) ‖ f↓
1 (h p0 p1))

= {f↑ の定義 }
(k v w) ‖ (j v w)

where (v, w) = (f↑
0 (f↓

0 (g p0 p1)),

f↑
1 (f↓

1 (h p0 p1)))

このとき g p0 p1 = p′
0，h p0 p1 = p′

1 として，

i = 0, 1 について f↑
i ◦ f↓

i p′
i = fi p′

i が成り立て

ば，f (p ‖ q) = f↑ ◦ f↓ (p ‖ q) が成り立つ．fi の場

合分けにより示す．

（ a） fi ∈
⋃m

i=0
Hi のとき，次数 m に関する帰納

法の仮定より f↑
i ◦ f↓

i = fi なので f↑
i ◦ f↓

i pi = fi pi．

（ b） fi = f のとき，#pi = 2l なのでパワーリス

トの長さに関する帰納法の仮定より f↑ ◦ f↓ pi = f pi

であるので f↑
i ◦ f↓

i pi = fi pi が成り立つ．

したがって，定理が成り立つ． �

3. 2 交差分解可能関数

前節に続き，基本関数 id，inv 及び高階関数DCを

拡張した関数 CDFからパワーリスト上の不整合な関

数のクラスを再帰的に定義する．

［定義 7］（交差分解可能関数） 関数 id と inv を 0次

交差分解可能関数とする．m + 1 次交差分解可能関

数の集合 Cm+1 は高階関数 CDF により以下のよう

に再帰的に定義される関数 f の集合である．ここで

‖̄ は ‖ と異なる基本構築子，t, g, h, k, j はスカ

ラ関数，f0, f1 ∈ ⋃m

i=0
Ci ∪ {f} とし，f0，f1 の少

なくとも一方は m 次交差分解可能関数であるとする

（f0 = f1 = f のときは，下記の定義より f は 1次交

差分解可能関数となる）．

f = CDF (‖) t f0 f1 g h k j

f 〈x〉 = t 〈x〉
f (p ‖ q) = (k v w)‖̄(j v w)

where (v, w) = (f0 (g p q), f1 (h p q))

CDFで記述できるのは（ 1）分割統治型/一部の非

分割統治型，（ 2）不整合，（ 3）トップダウン，ボト

ムアップ処理が混在した関数である．

前節で述べた DC で記述できない不整合な関数 ls
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は 1 次の交差分解可能関数であり，CDF で記述でき

る．すなわち，ls ′ = CDF (|) id id id π0 π1 π0 π1

として，CDFの定義で展開すると ls の定義 (2)と一

致する．

高階関数 CDFによって定義された関数が分解可能

であることを示すために，CDF トップダウン関数を

記述する高階関数を定義する．CDF で記述された関

数の分解において，そのボトムアップ関数を HDFで

定義するため，CDF ボトムアップ関数を記述する高

階関数は不要である．

［定義 8］（CDFトップダウン関数） 基本関数 id と

inv はトップダウン関数であると定義する．f0，f1 が

トップダウン関数であるとき，高階関数 CDF によっ

てトップダウン関数 CDF↓ を以下のように定義する．

CDF↓ (‖) t f0 f1 g h

= CDF (‖) t f0 f1 g h π0 π1

HDF同様，CDFで定義された関数についても分解

可能である．

［定理 9］（CDFの分解） 交差分解可能関数 f につい

て，f = f↑ ◦ f↓ である CDFトップダウン関数 f↓ と

HDFボトムアップ関数 f↑ が存在する．

（証明） f↓ = CDF↓ (‖) t f↓
0 f↓

1 g h，f↑ =

HDF↑ (‖̄) id f↑
0 f↑

1 k j として，定理 6 と同様に

証明できる． �

ハイパキューブアルゴリズムを生成するには，不整

合な関数を整合な関数に変換する必要がある．そのた

めに Achatz らと同様に inv を用いる．ただし 2. 4

で述べたように Achatzらが �� を除去するために複

数の変換規則を必要としたのに対して，我々は分割統

治型/非分割統治型の不整合なトップダウン関数の構

築子に対する単一の変換規則のみを用いる．

［定理 10］（交差同種変換） CDF トップダウン関数

f↓ が与えられたとき，inv ◦ f↓ は HDFトップダウン

関数である．

（証明） f↓ = CDF↓ (‖) t f0 f1 g h，f↓ ∈ Cm+1 と

して，定理 6 と同様に次数 m に関する帰納法で証明

する．基底 m = 0 の場合，f↓ ∈ {id , inv} より，

inv ◦ id = inv ∈ H0, inv ◦ inv = id ∈ H0

帰納の場合，m 以下の次数で成り立つとして，m + 1

の場合をパワーリストの長さに関する帰納法により

fH = inv ◦ f↓ として証明する．基底（シングルトン）

の場合，

fH 〈x〉 = inv ◦ f↓〈x〉 = inv (t 〈x〉) = t 〈x〉
帰納の場合，長さ 2l の任意のパワーリスト p に

ついて inv ◦ f↓ p = fH p であると仮定して，

#(p0 ‖ p1) = 2l+1 の場合を考える．

fH (p0 ‖ p1)

= inv ◦ f↓(p0 ‖ p1)

= inv (f0 (g p0 p1) ‖̄ f1 (h p0 p1))

= inv (f0 (g p0 p1)) ‖ inv (f1 (h p1 p1))

このとき g p0 p1 = p′
0，h p0 p1 = p′

1 として，inv ◦
fi p′

i （i = 0, 1）について inv ◦ fi ∈
⋃m

i=0
Hi ∪{fH}

が成り立てば，fH (p ‖ q) ∈ Hm+1 が成り立つ．

fi ∈
⋃m

i=0
Ci のとき，次数 m に関する帰納法の仮定

より inv ◦ fi ∈ ⋃m

i=1
Hi である．fi = f↓ のときは

inv ◦ fi p′
i = inv ◦ f↓ p′

i であり，パワーリストの長さ

に関する帰納法の仮定より inv ◦ fi p′
i = fH p′

i であ

る．したがって，inv ◦ fi ∈ ⋃m

i=0
Hi ∪ {fH} が成り

立つ． �

交差同種変換は，CDF↓ が inv と HDF↓ の合成

で表現できることを示している．このことから inv，

HDF↓，HDF↑ のアルゴリズムが存在すれば，CDF

のアルゴリズムが生成できる．

4. アルゴリズム生成

HDF，CDFで記述された関数は HDF↓，HDF↑ で

記述された関数及び inv に分解できる．HDF，CDF

による記述からのアルゴリズムの生成のために，分解

されたそれらのアルゴリズムがハイパキューブ上で実

現できることを示す．

4. 1 inversionアルゴリズム

n 次元ハイパキューブ n-HC上の inversionアルゴ

リズム INV(u, l) はノード番号における下位ビット位

置 l から上位ビット位置 u までの連続した部分ビット

列を対象とし，その部分ビット列を逆順にしたノード

とデータを交換する．

inversionは BCP（Bit Permute Complement）と

呼ばれる置換のクラスに含まれており，n-HCにおい

て BCP は時間計算量 O(n) で実現できることが知

られている [11]．そのアルゴリズムを用いることで，

n-HCにおける INV(n − 1, 0) は n ラウンド以下で

実行できる．

4. 2 同種分解可能な関数からのアルゴリズム生成

HDFで記述された関数 f は，トップダウン関数と
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ボトムアップ関数に分解できる．そのため HDF↓ 及び

HDF↑ がハイパキューブ上で実現可能であれば，HDF

で記述されたもとの関数 f も実現可能である．

分解子 ‖ が | のときの HDF↓ の n-HCアルゴリズ

ムを説明するために，f↓ = HDF↓ (|) t f↓
0 f↓

1 g h で

ある関数の定義式を示す．

f↓〈x〉 = t 〈x〉
f↓(p | q) = f↓

0 (g p q) | f↓
1 (h p q)

アルゴリズムは引数として HDFで定義された分解前

の関数 f を取り，自明な関数 t や分解子 ‖ 等のパラ
メータを参照可能であるとする．

開始ラウンド 0 において，ラベルの n − 1 番目の

ビットが 0のノードはパワーリスト p の要素を保持す

るので，前調節関数 g の適用のために対応するパワー

リスト q の要素を必要とする．同様に q の要素を保

持するノード（ラベルの n − 1 番目のビットが 1）も

h の適用のために p の要素を必要とする．そのために

各ノードは n− 1 次元方向のノードとデータの交換を

行い，受信データと自分自身のデータに対して前調節

関数を適用する．

次のラウンドで p と q に対応するノードは独立し

た n − 1 次元の部分ハイパキューブ上で，それぞれ

関数 f0，f1 の処理を再帰的に繰り返し実行する．各

ラウンドでノード i が処理する関数は，i のラベルに

従って f の関数呼出しをたどることで決定できる．例

えば，f が呼び出す関数の参照を f.fi と記述すれば，

ラベルが 011 であるノードが処理する関数は順に f，

f.f0，(f.f0).f1，((f.f0).f1).f1 である．

以上をまとめたアルゴリズム HDF↓ を与える．ア

ルゴリズムの各ラウンド r において，ノード i は以下

の処理を繰り返す．

（ 1） 現在の処理が id，あるいは現在のラウンド r

が次元 n と等しいならば，t をデータに適用してアル

ゴリズム終了．

（ 2） 現在の処理が inv ならば，INV(n−r−1, 0)

を呼び出して終了．

（ 3） n − r − 1 次元方向のノードとデータを交換．

（ 4） i のラベルの n − r − 1 番目のビット

b(i)[n − r − 1] が 0 ならば第 1 引数を自分のデー

タ（xi），第 2引数を受信データ（tmp）として g を

適用し，1ならば引数の順序を逆にして h を適用．

分解子が | であるときの HDF↓ アルゴリズムのテ

ンプレートを図 4 に示す．アルゴリズムの生成例とし

図 4 HDF↓ アルゴリズム
Fig. 4 HDF↓ algorithm.

て，パワーリスト要素の最大値を求める関数 max の

アルゴリズムを 5. 1 に与える．

分解子 ‖ が �� の場合の HDF↓ アルゴリズムは，上

記アルゴリズムでの INVの呼出し INV(n− r− 1, 0)

と次元方向 n− r − 1 をそれぞれ INV(n− 1, r) と r

で置き換えればよい．

次に分解子 ‖ が | のときの HDF↑ ハイパキュー

ブアルゴリズムを説明する．説明のために f↑ =

HDF↑ (‖) id f↑
0 f↑

1 k j である関数の定義式を示す．

f↑〈x〉 = id 〈x〉
f↑(p | q) = (k v w) | (j v w)

where (v, w) = (f↑
0 p, f↑

1 q)

HDF↑ が HDF↓ と異なるのは関数呼出し fi とス

カラ関数 k，j の適用の順序である．HDF↓ がスカラ

関数を適用したあとで関数呼出しを実行するのに対し，

HDF↑ はそれを逆に行う．このことから，HDF↑ はま

ずシングルトンに id を適用し，それをシングルトン

に対する関数呼出しの結果として返す．それから k，j

を適用し，それらを構築子 | で結合したものを更に上
位の関数呼出しの結果として返す．

つまり HDF↓ が n-HCを独立な部分ハイパキュー

ブに分割しながら処理を進めるのに対し，HDF↑ は独

立な 0-HCから処理結果を結合しながら処理を進める．

そのため HDF↓ が各ラウンドで n − 1 次元方向から

0 次元方向まで順に通信するのに対して，HDF↑ はそ

の逆順に通信を行う．つまり，ラウンド r でのノード

i のデータの交換を考えた場合，HDF↓ において i は
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n − r − 1 次元方向と通信を行うが，HDF↑ では r 次

元方向と通信を行う．

各ラウンドでノード i が処理する関数についてもそ

の順序は HDF↓ と逆になる．例えば，ラベルが 011

であるノードが処理する関数は順に ((f.f0).f1).f1，

(f.f0).f1，f.f0，f である．

以上をまとめたアルゴリズム HDF↑ を与える．ア

ルゴリズムの各ラウンド r において，ノード i は以下

の処理を繰り返す．

（ 1） ラウンド r が n ならばアルゴリズム終了．

（ 2） 現在の処理が inv ならば f から inv が

呼び出されるまでの関数呼出しの数を c とし，

INV(n − c − 1, 0) を呼び出して処理の終了を待つ．

（ 3） r 次元方向のノードとデータを交換する．

（ 4） i の r 番目のビットが 0ならば第 1引数を自

分のデータ，第 2 引数を受信データとして k を適用．

そうでなければ引数の順序を逆にして h を適用．

分解子 ‖ が �� のときは，上記アルゴリズムでの

INVの呼び出し INV(n − c − 1, 0) と次元方向 r を

それぞれ INV(n− 1, c) と n− r − 1 で置き換えれば

よい．

HDF↓，HDF↑ についての上記のアルゴリズムは n

ラウンドで実行できる．したがって定理 6 より，次の

定理が成り立つ．

［定理 11］（HDFの実現） 同種分解可能関数 f =

f↑ ◦ f↓ は HDF↓，HDF↑ を順に実行することにより

n-HC上で O(n) ラウンドで実行可能である．

4. 3 交差分解可能な関数からのアルゴリズム生成

交差分解可能関数 CDF について，定理 9，10 と

HDF↓，HDF↑，inv が n ラウンドで実行できること

より，次の定理が成り立つ．

［定理 12］（CDFの実現） 交差分解可能関数 f は n-

HC上で O(n) ラウンドで実行可能である．

（証明） 定理 9，10 より，fH = inv ◦ f↓ ∈ Hm とし

たとき，f = f↑ ◦ inv ◦ fH が成り立つ．したがって，

HDF↓，INV，HDF↑ を順に実行することで，ハイパ

キューブ上で f を実行できる． �

5. パワーリスト関数の記述例

提案した高階関数 HDF，CDFによるスカラ関数を

含んだパワーリスト関数の記述例とアルゴリズムの生

成例を示す．例の中には Achatzらの手法 [1], [2]では

記述できない関数が含まれている．

5. 1 HDFの記述例

スカラ関数を用いる整合な関数の例として，与えら

れたパワーリスト要素の最大値を求める関数 max を

考える．max は非分割統治型の関数として定義され

る．ここで与える max は最大値をパワーリストの先

頭に再配置する関数である．

max 〈x〉 = id 〈x〉
max (p | q) = max (ge p q) | id (le p q)

ge（le）はパワーリストの要素を比較して，大きい（小

さい）ものを要素とするパワーリストを返すスカラ関数

である．例えば ge 〈5 2〉 〈3 6〉 = 〈5 6〉，le 〈5 2〉 〈3 6〉 =

〈3 2〉 であり，max 〈4 1 3 7〉 = 〈7 4 3 1〉 である．
max は再帰呼出し以外に関数 id を呼出している

（すなわち，関数呼出しがない）ので非分割統治型

の関数であり，Achatz らの手法では記述できない．

Achatz らは最大値を求める関数を記述するために，

max ′ 〈4 1 3 7〉 = 〈7 7 7 7〉 のようにパワーリストの
すべての要素を最大値で置き換えるように関数定義を

変更している．

max を HDFで記述すると次のようになる．

max = HDF (|) id max id ge le π0 π1

max は後調節関数が π0, π1 なので，HDFトップダ

ウン関数である．したがって，HDF↓ で記述できる．

max = HDF↓ (|) id max id ge le

max は HDF トップダウン関数なので，4. 2 の手

法によって図 5 に示すハイパキューブアルゴリズムが

生成できる．大域変数 n，r はハイパキューブの次元，

現在のラウンドを表し，局所変数 i，xi，f，tmp は

それぞれ自ノード番号，パワーリストのデータ，現在

の処理，受信用の一時変数を表す．また，現在の処理

を示す変数 f は初期状態で f = max であるとする．

簡単のために，不必要な inv などの処理は省略してお

り，4. 2 の説明で使用したアルゴリズム中の関数 f0，

f1，t，g，h はそれぞれ max で用いられる関数 max，

id，id，ge，le で置き換えられている．

次にトップダウン処理とボトムアップ処理の混在す

る関数の例として以下の関数 sms を考える．

sms = HDF (|) square sms sum ge le + +

sms の定義中で呼び出されている sum はパワーリ
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図 5 max アルゴリズム
Fig. 5 max algorithm.

スト要素の総和をパワーリストにする関数であり，

sum 〈4 1 3 7〉 = 〈15 15 15 15〉 である．

sum = HDF (|) id sum sum π0 π1 + +

sum の前調節関数が π0，π1 であるので，sum はHDF

ボトムアップ関数である．sms はパワーリスト要素の

総和を求めるが，総和に含まれる最大要素のみがスカ

ラ関数 square 〈x〉 = 〈x2〉 で 2乗されている．例えば

パワーリスト 〈4 1 3 7〉 に対して 4 + 1 + 3 + 72 = 57

なので，sms 〈4 1 3 7〉 = 〈57 57 57 57〉 である．
sms は再帰呼出し以外の関数呼出し（sum）を含ん

でいるために Achatzらの手法では記述できない．

HDF による sms の記述について，定理 6 より

sms = sms↑ ◦ sms↓ となる関数が存在して，次のよう

に記述できる．

sms↓ = HDF↓ (|) square sms↓ id ge le

sms↑ = HDF↑ (|) id sms↑ sum + +

ここで，sms↓，sms↑ の左部分式への適用関数は sms

のそれが sms 自身であることから，それぞれ sms↓，

sms↑ 自身となっている．また右部分式への適用関数

は sms では sum であるので，それぞれ sum↓ = id，

sum↑ = sum となっている．

関数 sms↓ と sms↑ は HDFトップダウン/ ボトム

アップ関数なので，sms = sms↑ ◦ sms↓ に対応したハ

イパキューブアルゴリズムが生成できる．特に sms↓

に関して，自明な関数が square であること以外は関

数 max と定義が一致しているので，図 5 の 5行目に

ある id (xi) を square (xi) で置き換えたアルゴリズ

ムが得られる．

5. 2 CDFの記述例

スカラ関数を用いる不整合な関数の例として，実用

上有用な高速フーリエ変換（FFT）を挙げる．関数

FFT は離散化された信号を要素とするパワーリスト

を入力として，高速フーリエ変換された結果を返す

関数である．関数 FFT の定義はMisra [8]，Achatz

ら [2]によって与えられている．その定義を簡単に説明

する．ただし定義は本論文の記法で書き直してある．

FFT = CDF (��) id FFT FFT π0 π1 ⊕ �
FFT 〈x〉 = 〈x〉
FFT (p �� q) = (⊕ v w) | (� v w)

where (v, w) = (FFT p, FFT q)

ここで ⊕，� は，それぞれ ⊕ v w = + v (∗ u w)，

� v w = − v (∗ u w) であるスカラ関数である．u は

1 の原始根のべき乗を要素とするパワーリストであり，

u = 〈ω0 ω1 . . . ω#p−1〉 （ω = exp(−jπ/#p)）であ

る．各ノードは u において自分に割り当てられた要

素 ωi を知っている必要があるが，これはノード番号

と現在のラウンドから求められる．

定理 9より，FFT は，CDFトップダウン関数 f↓ =

CDF↓ (��) id f↓ f↓ π0 π1 = inv とHDFボトムアッ

プ関数 g↑ = HDF ↑ (|) id g↑ g↑ ⊕ � に分解できる．
また，定理 12 より，fH = inv ◦ f↓ = inv ◦ inv = id

として，FFT = g↑ ◦ inv ◦ fH = g↑ ◦ inv ◦ id が成

り立つ．つまり FFT のアルゴリズムは id，inv，g↑

のアルゴリズムの合成であり，それらは基本関数及び

HDFボトムアップ関数なのでアルゴリズムの生成が

可能である．

FFT は分割統治型のボトムアップ関数なので

Achatzらの手法で記述可能である．しかし g，h を

π0，π1 ではなく任意のスカラ関数としたような定義

FFT ′ = CDF (��) id FFT ′ FFT ′ g h ⊕ � では，
分割統治型であるがトップダウン，ボトムアップ処理

が混在しているため，そのままの形で Achatzらの手

法を用いることはできない．我々の手法では上記の関

数に加えて，非分割統治型の関数についても記述可能

であり，ハイパキューブ上で実現できる．

6. む す び

本論文ではパワーリストによる並列アルゴリズムの

仕様記述からハイパキューブアルゴリズムを生成する

ために，分解可能関数と呼ぶパワーリスト関数のクラ
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スを提案した．分解可能関数は恒等関数と inversion

関数を基本操作とし，より多くのパワーリスト関数を

記述できるように相互結合網をハイパキューブに制限

することで高階関数 DCを拡張したものである．そし

て，分解可能関数のハイパキューブアルゴリズムを与

え，その時間計算量は O(n) であることを示した．
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